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5Вступ
Економічна динаміка – розділ економічної науки
(математичної економіки), у якому досліджують детерміновану
поведінку економічнихсистему часі. З кібернетичної точки зору
економічні системи є складними динамічними системами.
Складність тадинамізм економічних систем зумовлені загальним
збільшеннямобсягівматеріальногоі нематеріальноговиробництва;
зростаннямтемпів науково-технічного прогресу тапоявоюнових
високопродуктивних технологій; процесами світової інтеграції та
кооперації, які ведуть до збільшення різноманітності світової
економіки; нестабільністю політичних процесів та іншими
чинниками.
Дослідження динаміки поведінки економічних систем дає
змогу визначити перспективи їхнього розвитку, виявити можливі
резерви, розробитикомплексадаптивнихуправлінськихрішень, які
забезпечать ефективне функціонування економічних об’єктів.
Економічна статика вивчає допустимі та оптимальні стани
економічних систем. Економічна динаміка досліджує процеси,
тобто послідовність станів і переходи від одних станів до інших,
визначає можливі та оптимальні траєкторії розвитку систем. У
рамках статичного підходу передбачається, що ресурсно-
технологічні можливості виробникаі структурапотреб споживача
незмінні, векономічнійдинаміці особливаувагазвертаєтьсянате,
як зміни в часі впливають навзаємодіюфакторів виробництвата
споживання.
Методологічнимапаратомекономічної динамікиєекономіко-
математичне такомп'ютерне моделювання, методиматематичного
аналізу, диференціальноготаваріаційногочисленнятощо.
Вивчення дисципліни “Моделі економічної динаміки”
майбутнімифахівцями з інформаційнихтехнологій спрямоване на
розвитокнауковогомисленняуздобувачіввищої освітитанабуття
практичних навичок роботи з сучасними пакетами прикладних
програмі методикоюекспериментальнихдосліджень уконкретній
предметній галузі. Завданнядлясамостійної роботипередбачають
розробку комп'ютерних програм (програмних застосувань), що
реалізують відповідні економіко-математичні моделі, та дають




1. Економіка як об'єкт математичного моделювання.
2. Особливості та принципи економіко-математичного
моделювання.
3. Класифікація моделей, що використовуються в економіці.
4. Етапи побудови економіко-математичних моделей.
5 Формалізація опису динамічних систем.
6. Історичні тенденції математичної економіки.
1.1 Економікаякоб'єктматематичногомоделювання
Основне призначення економіки – забезпечення суспільства
предметами споживання тапослугами, котрі створюють умови для
життятабезпекилюдини, родини, суспільства, країни. У зв’язкуз
цим є сенс розглядати, досліджувати та моделювати соціально-
економічні системи.
Зазначимо, що під соціально-економічною системою
розуміють складну ймовірнісну динамічну систему, що охоплює
процесивиробництва, обміну, розподілуі споживанняматеріальних
та інших благ. Соціально-економічні системи належать до класу
кібернетичних, тобтокерованих, систем.
Економікаскладається з елементів – господарськиходиниць
(підприємств, фірм, банківтощо). Надсистемаекономіки– природа
тасуспільство, дві її головні підсистеми– виробничатафінансово-
кредитна.
Основними підходами до моделювання соціально-
економічнихсистем, єсинергетичнийі системнийаналіз економіки
якскладної нестабільної динамічної системи.
Практичними завданнями економіко-математичного
моделюванняє: по-перше, аналіз економічнихоб’єктів і процесів;
по-друге, економічне прогнозування, передбачення розвитку
економічнихпроцесів; по-третє, виробленняуправлінськихрішень
навсіхрівняхгосподарської ієрархії управління.
Одним із важливих аспектів у економіко-математичному
моделюванні є поняття адекватності моделі, тобто відповідності
моделі модельованому об’єкту чи процесу. При чому, йдеться не
7простопроадекватність, апровідповідність тимвластивостям, які
вважаються суттєвими для дослідника, відповідають меті
дослідженнятаусталеній системі гіпотез. Зазначимо, щоперевірка
адекватності економіко-математичнихмоделей не єпростою. Вона
обтяжена складністю вимірювання економічних величин. Але без
такої перевірки застосування результатів моделювання в аналізі та
управлінськихрішенняхможенелишевиявитисямалокорисним, ай
призвестидонегативнихнаслідків.
Соціально-економічні системи належать, здебільшого, до
складних систем. Цим системам притаманнанизка властивостей,
які потрібновраховувативїхмоделюванні, зокрема, такі:
емерджентність якпроявунайяскравішійформі властивості
цілісності системи, тобто наявність у економічної системи таких
властивостей, які неєпритаманнимижодномуз її елементів, котрий
розглядається окремо, поза системою. Емерджентність — це
результат виникнення між елементами системи так званих
синергетичних зв’язків, які забезпечують збільшення загального
ефекту до більших обсягів, ніж сума ефектів окремо взятих
елементів системи, що діють (функціонують) незалежно. Тому
соціально-економічні системипотрібнодосліджуватиймоделювати
зважаючинасинергізм;
динамічність економічнихпроцесів– змінивчасі параметрів
і структури економічних системпід впливомяк внутрішніх, так і
зовнішніхчинників(навколишньогосередовища);
невизначеність щодорозвиткуекономічнихявищ(процесів).
Економічні явища та процеси мають нелінійний випадковий
характер. Невизначеність іманентно притаманна економічним
системам, томудляїхвивченняпотрібнозастосовуватиекономіко-
математичні моделі на базі теорії ймовірностей і математичної
статистики, атакожнабазі теорії нечітких(розпливчастих) множин
тощо. Важливим також є розвиток ризикології (науки про
економічний ризик) тощо;
неможливість ізолювати процеси, які здійснюються в
економічнихсистемах, від процесівунавколишньомусередовищі,
щобспостерігатитадосліджуватиїхокремо;
активна реакція на нові чинники, що з’являються.
Спроможність соціально-економічних систем до активних не
8завжди передбачуваних дій залежно від ставлення суб’єктів
управліннятасистемизагаломдоцихчинників, способіві методів
їхвпливутощо.
Доцільно звернути увагу на такі дві особливості
економікиякоб’єктамоделювання.
1. В економіці неможливо використовувати моделі
подібності, котрі широко застосовуються в техніці. Наприклад,
неможливо побудувати копію економічної системи в масштабі
1:1000, і наніймоделюватирізні варіантиекономічної політики.
2. В економіці можливості локальних економічних
експериментів граничнообмежені, оскільки всі її складові тісно
взаємопов’язані, а, отже, «чистий» експеримент є практично
неможливим.
Враховуючи ці обставини, в економічних дослідженнях
доводиться спиратися на власний досвід, досвід інших країн,
безпосередні експерименти з усієюекономікоютанаматематичне
моделювання.
Досвідякіншихкраїн, такі власний, важкопереоцінити, але
він далеконе завжди, як показав, зокрема, досвід пострадянських
країн, може бути використаний в умовах конкретної економічної
ситуації безадаптації.
Прямі експерименти з економікою, яксвідчить історія, дуже
дорогокоштують: мизнаємопроколективізацію, індустріалізацію,
гіперінфляцію, приватизацію тощо. Разом з тим неможливо
безпосередньо передбачити середньо- та довготермінові наслідки
окремих рішень. Це можна зробити лише на підставі
концептуальних моделей розвитку економіки, що спираються на
минулий досвід. У свою чергу концептуальні моделі, власне, і
становлятьфундаментматематичнихмоделей.
Формування математичних моделей – досить тривалий
процес, який потребує знань і праці. Відтак найважливішим (і




отримані на підставі застосування концептуальних і
математичних моделей, що є найбільш адекватними для даної
економічної ситуації [2, C. 13-16].
91.2 Особливості тапринципиекономіко-математичного
моделювання
Головна особливість моделювання полягає у тому, що це
метод опосередкованого пізнання за допомогою об’єктів-
заміщувачів. Модель постає як своєрідний інструмент пізнання
дослідникаабосистемногоаналітика, якийставитьйогоміжсобою
таоб’єктомі втакийспосіб вивчаєдосліджуванийоб’єкт. Самеця
особливістьмоделюваннявизначаєспецифічні формивикористання
абстракцій, аналогій, гіпотез, інших категорій і методів пізнання.
Необхідність використання моделювання визначається тим, що
багато об’єктів (чи аспектів, які стосуються цих об’єктів)
безпосередньодосліджуватиабовзагалі неможливо, абоцевимагає
багаточасуі коштів.
Загальновизнаними вважаються три підходи до побудови
математичнихмоделей.
Спрощення реальної ситуації. Суттєве спрощення
досягається тоді, коли несуттєві властивості початкової
емпіричної стадії пізнання досліджуваного об’єкта та його
оточенняневраховуються. Отже, складназасвоєюприродою
практичнаситуація спрощується до ідеалізованого аналога,
якийпіддаєтьсяматематичномуописові.
Побудова простої моделі на підставі певних
найхарактерніших особливостей реальної ситуації з
наступнимпослідовнимускладненнямтакої моделі шляхом
охоплення іншихчинників аждоотримання «прийнятного»
варіантумоделі.
Введення значної кількості чинників з їх взаємозв’язками і
побудова та вивчення моделі засобами імітаційного
моделювання.
Системні аналітики зобов’язані керуватися також
принципами щодо концепції «математична модель» деякого
«об’єкта».
Принцип 1. Діалектичнапарамодель-об’єкт завждиполярна,
маєдваполюси– «модель» і «об’єкт».
Принцип 2. З двохвзаємопов’язанихполюсівдіалектичної пари
модель-об’єктодинєпервинним, аінший– похіднийвіднього.
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Принцип 3. Наявності полюса «об’єкт» недостатньо для
наявності полюса«модель», наявність полюса«модель» зумовлює
необхідністьнаявності полюса«об’єкт».
Принцип 4. Як «модель» дляданого«об’єкта», так і «об’єкт»
для даної «моделі» семантично та інтерпретаційно багатозначні:
«модель» віддзеркалює властивості не одного, а багатьох
«об’єктів», «об’єкт» описуєтьсянеоднією, абагатьма«моделями».
Принцип 5. «Модель» повиннабутиадекватною«об’єктові» і
відображати з певноюточністюосновні його риси тавластивості
залежно від цілей дослідження, наявної інформації, прийнятної
системигіпотез.
Варто зазначити, що напрактиці реалізуються три основні
ступені формалізації (формування математичної моделі):
змістовнийопис; формалізованасхема; математичнамодель.
Змістовний опис полягає у тому, що навербальному рівні
(мовними засобами) відтворюються дані про природу (сутність)
об’єкта, кількісні характеристики явищ (процесів), які
спостерігаються, характер взаємодії між складовими елементами,
місце та важливість кожного явища в загальному процесі
функціонування об’єктадослідження. Нарівні змістовного опису
формалізація зводиться до виокремлення множини суттєвих
(ключових) чинників, що характеризують об’єкт (згідно з метою
дослідження і побудови моделі), його структуру, властивості,
співвідношенняміжскладовимичастинами. Коженз виокремлених
чинниківповиненбутиописанийнаякісномутакількісномурівнях
(інтервал можливих значень, шкалавимірювання тощо). Формою
змістовногоописуможебутитермінологічнеформулюваннязадачі,
сукупністьчисловихзначеньзвідповіднимикоментарями.
Паралельно із змістовним описом (чи дещо пізніше) може
формуватися схема, яка у вигляді символів, графіків, графів,
таблиць зображує перелік та взаємозв’язки між суттєвими
чинникамитак, щоб надатиїмцілісність, котраб узагальнихрисах
адекватновідтворювалавластивості об’єктадослідження. Законита
закономірності можуть бутизамінені описовимивиразами, назви–
математичними символами, відношення – математичними діями
(операторами).
Подальшеперетвореннязмістовногоописутаформалізованої
схеми в єдину групу математичних символів і співвідношень
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завершується побудовою математичної моделі. Дія законів і
закономірностей «матеріалізується» через правила формальної
логіки та логічного виведення у формі рівнянь, нерівностей,
співвідношень між математичними символами з точністю до
істинності математичних перетворень та відповідності
сформульованих гіпотез реальним законам. Така модель є
математичною моделлю досліджуваного об’єкта і подібних до
ньогооб’єктів-аналогів.
Існуютьрізніформи поданняматематичноїмоделі.
Інваріантна форма – подання математичної моделі
безвідносно до методів, за допомогоюяких може розв’язуватись
поставленазадачамоделювання.
Алгоритмічна форма – подання математичної моделі у
вигляді послідовності дій, які необхідно виконати, щоб при
розв’язанні поставленої задачі моделювання перейти від відомих
данихдошуканогорезультату.
Аналітична форма – поданняматематичної моделі увигляді
формул та співвідношень між математичними виразами, за
допомогою яких шукані в задачі моделювання результати
визначаютьсячерезвідомі дані.
Схемна форма – подання математичної моделі у вигляді
таблицьданих, діаграм, схем, графів, графіків.
Ієрархічний підхід до формування моделей. Лише у
небагатьохвипадкахбуваєзручноі виправдановідразуповністю, з
урахуваннямусіхсуттєвихчинників, будуватиматематичнумодель
навіть простого об’єкта. Тому природним є підхід, що реалізує
принцип «від простого – до складного», коли наступний крок
робиться після досить детального вивчення не дуже складної
моделі. Отже, виникаєланцюжок(ієрархія) усебільшдеталізованих
моделей, кожна з яких узагальнює попередні, включаючи їх як
частковийвипадок.
На практиці, зазвичай, використовують банк моделей і
здійснюють адаптацію відомих моделей. Зауважимо, що різні за
природоюекономічні явищаможутьматиоднаковийматематичний




Математичні моделі, що використовуються в економіці,
можна поділити на класи за низкою ознак. В залежності від
особливостейоб'єктамоделюваннятазастосованогоматематичного
інструментарію виокремлюють такі моделі: макро- та
мікроекономічні, теоретичні та прикладні, статичні та динамічні,
детерміновані та стохастичні, оптимізаційні та моделі рівноваги
тощо.
Макроекономічні моделі описують економіку загалом,
пов'язуючи між собою узагальнені матеріальні та фінансові
показники: ВВП, споживання, інвестиції, зайнятість, процентну
ставку, кількістьгрошейтощо.
Мікроекономічні моделі описують взаємодію структурних і
функціональних складових економіки або поведінку окремої
складової в ринковому середовищі. Завдяки різноманіттю типів
економічних елементів і форм їх взаємодії на ринку
мікроекономічне моделювання становить основну частину
економіко-математичної теорії.
Теоретичні моделі дають змогувивчатизагальні властивості
економікитаїї характернихелементіві отримуватинові результати
напідставіформальнихприпущень.
За допомогою прикладних моделей можна оцінити певні
економічні показники, надати їм конкретні значення, виходячи з
відповідної статистичної інформації.
У статичнихмоделяхописуєтьсястанекономічногооб'єктав
певний момент чи період часу, а динамічні моделі вивчають
взаємозв'язкиекономічнихзміннихучасі. Змінні, щовивчаютьсяв
динаміці, у статичнихмоделях мають фіксоване значення. Однак
динамічнамодельнезводитьсядопростої сумистатичнихмоделей,
аописуєвзаємодіюсил, щорухаютьекономіку.
Детерміновані моделі передбачають жорсткі функціональні
зв'язки між змінними моделі, а стохастичні — припускають
наявністьвипадковихвпливівнадосліджувані показники.
В моделюванні ринкової економіки важливемісце належить
моделямрівноваги. Вониописують такийстанекономіки, коливсі






В залежності від способу відображення співвідношень між
зовнішніми умовами, внутрішніми параметрами і шуканими
величинами економіко-математичні моделі поділяють на
структурні іфункціональні.
У дослідженняхнамакрорівні найчастішевикористовуються
структурні моделі, оскільки для планування тауправління велике
значення мають взаємозв’язки підсистем. Структурні моделі
відображають внутрішню організацію об’єкта дослідження, його
складові частини, внутрішні параметри, їхні зв’язки із входами і
виходами і т.п. Типовими структурними моделями є моделі
міжгалузевихзв’язків.
Функціональнімоделіширокозастосовуютьсявекономічному
регулюванні, коли на поведінку об’єкта («вихід») впливають,
змінюючи «вхід». Прикладом може бути модель поведінки
споживачівзаумовтоварно-грошовихвідносин[2, C. 66].
1.4 Етапипобудовиекономіко-математичнихмоделей
Побудова економіко-математичних моделей, у загальному
випадку, складаєтьсязнаступнихетапів.
1. Постановка економічної проблеми та її якісний аналіз.
На цьому етапі потрібно сформулювати сутність проблеми,
визначити передумови й висловити припущення. Необхідно
виокремити найважливіші властивості об’єкта моделювання,
вивчити його структуру, дослідити взаємозв’язки між його
елементами, атакож, хочаб попередньо, сформулювати гіпотези,
що пояснюють поведінку і розвиток об’єкта (динаміку руху),
дослідитийогозв’язкиіззовнішнімсередовищемтощо.
2. Побудова математичної моделі. Цей етап полягає у
формалізації економічної моделі, тобто поданні її у вигляді
конкретних математичних залежностей (функцій, рівнянь,
нерівностей тощо). Процеспобудовимоделі складається з кількох
стадій. Спочатку визначають тип економіко-математичної моделі,
вивчають можливості її застосування у цьому конкретному
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випадку, уточнюють перелік зміннихтапараметрів, формизв’язку
між ними. Для складних об’єктів доцільно будувати кілька
різноаспектнихмоделей.
3. Математичний аналіз моделі. На цьому етапі суто
математичними прийомами досліджують загальні властивості
моделейтарозв’язків. Нааналітичномуетапі з’ясовують кількість
розв’язків (єдинийчинеєдиний), визначають змінні тапараметри,
якіможутьвходитидорозв’язку, атакожмежі татенденції їхзміни.
Однак, моделі складних економічних об’єктів дуже погано
піддаються аналітичному дослідженню. У таких випадках
переходятьдочисловихметодівдослідження.
4. Підготовка вхідної інформації. В економічнихзадачахце,
зазвичай, найбільштрудомісткий етап моделювання, оскільки тут
замалосамоголишепасивногозборуданих. В процесі системного
економіко-математичногомоделюваннярезультатифункціонування
однихмоделейвиступаютьвхідноюінформацієюдляінших.
5. Числове (комп'ютерне) моделювання. Цей етап
передбачає розробку алгоритмів числового розв’язання задачі,
розробку комп’ютерних програм та безпосереднє виконання
розрахунків.
6. Аналіз числових результатів та їх застосування. На
цьому етапі передусім з’ясовується найважливіше питання щодо
правильності і повноти результатівмоделюваннятаможливості їх
практичного застосування, а також досліджуються можливі
напрямкиподальшоговдосконаленнямоделі. Спершуперевіряють
адекватність моделі затимивластивостями, які були визначені як
найсуттєвіші. Виконують верифікаціюі валідаціюмоделі, оскільки
головна мета моделювання полягає в розв’язуванні практичних
задач (аналіз економічних об’єктів, економічне прогнозування,
виробленняуправлінськихрішеньтощо).
Нагадаємо, що верифікація моделі – це перевірка
правильності структури (логіки) моделі. Валідація моделі –
перевіркавідповідності здобутиху результаті моделюванняданих
реальномупроцесувекономіці. [2, C. 67]
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1.5 Формалізаціяописудинамічнихсистем
1.5.1 Формальне визначення динамічної системи
Відомі вчені П. СамуельсонтаВ. Фріскдаютьтакеозначення
динамічної системи: “...систему називають динамічною, якщо її
поведінка в часі визначенафункціональними рівняннями, в яких
змінні у різні моменти часу включені у явному вигляді”. Іншими
словами, економічна система динамічна, якщо всі значення
змінних, що описують її стан, упорядковані в часі. Методи
економічної динамікипередбачають, щозакономірності поведінки
системи, зумовлені дією внутрішніх та зовнішніх чинників, є
детермінованими.
Однією з найважливіших наукових проблем є розв’язання
задачі прогнозування поведінки досліджуваного об’єктав часі та
просторі на основі певних знань про його початковий стан. Ця
задачазводитьсядознаходженнядеякогозакону, якийдозволяєза
наявною інформацієюпро об’єкт у початковий момент часу t0 у
точці х0 визначити йогомайбутнє у будь-який момент часу t>t0.
Залежно від ступеня складності об’єкта цей закон може бути
детермінованим або ймовірнісним, може описувати еволюцію
об’єкта тільки в часі, тільки в просторі або просторово-часову
еволюцію. В основу детермінованого опису динамічних систем
покладено судження про те, що вся майбутня поведінка об’єкта
однозначновизначенайогостаномупочатковиймоментчасу.
Станом (або вектором стану) об’єктаназиваютьсукупність
N величин
x=(x1, x2, …, xN),
деN – розмірністьопису.
Величиниxi (i=1, …, N) називаютьсядинамічними змінними.
В загальному випадку розмірність опису може бути
нескінченноювеличиною.
Оператор еволюції Фt дозволяє започатковимстаном х(t0)
визначитистаноб’єктавбудь-якийнаступниймоментчасуt0+t:
х(t0+t)= Фt(х(t0)).
Математично оператор еволюції може бути заданий
диференціальними або різницевими рівняннями, дискретними
відображеннями, матрицями, графами, марківськими ланцюгами
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тощо. Головне– забезпеченняоднозначності прогнозу. В економіці
найчастіше використовують моделі, описані за допомогою
диференціальнихі різницевихрівнянь.
Отже, динамічна система – це математична еволюційна
модель, дляописуякої необхідно:
а) визначитипочатковийстаноб’єктах(t0);
б) задатиоператор еволюції Фt, якийдозволяєзапочатковим
станомоб’єктаоднозначновизначатимайбутні стани;
в) визначитизмінні тапараметрисистеми.
Динамічні змінні – це величини xi (і=1, 2, …, N), що
утворюють вектор стануx=(x1, x2, …, xN). Величиниa1, a2, …, які
можуть підтримуватися постійними, а можуть цілеспрямовано
регулюватися, називають параметрами. Параметри – це,
здебільшого, коефіцієнти у рівняннях еволюції. Сукупність всіх
параметрів системи називають вектором параметрів. Розподіл




наочнеподанняінформації, особливо, увипадкумалої розмірності
системиN і малої кількості параметрів. Дляцьоговикористовують
формальні простори: простір станів (фазовий простір), простір
параметрів, а також різноманітні їх гібридні варіанти. На осях
координат формального простору відкладають або значення
динамічних змінних, або значення параметрів, або на одних –
параметри, наінших– змінні.
Стану х(t) у деякий момент часу у фазовому просторі
відповідає точка з координатами x1(t), x2(t), …, xN(t) (фазові
координати) – точкастану, якавідображаємиттєвийстан. Простір
усіхможливихстанівсистеминазиваєтьсяфазовим простором. В
процесі еволюції точка стану протягом деякого часу зсувається
вздовждеякої лінії – фазової траєкторії. Отже, фазоватраєкторія–
ілюстрація переходу системи з одного стану в інший у фазовому
просторі. У самійфазовій траєкторії інформаціяпромомент часу,
коли точкаопиняється в тому чи іншому місці, відсутня. Фазові
траєкторії ніколи не перетинаються. Перетин означає, що двом
різним початковим умовам відповідає один розв’язок, а це
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суперечить вимозі детермінованості моделі. Сукупність траєкторій
системи, які відповідають різним (всімможливим) її початковим
станам, називаютьсяфазовим портретом системи.
1.5.3 Режими поведінки динамічної системи
Поведінку динамічної системи задають набором правил
(алгоритмом), оскільки динамічна система – це модель деякої
реальної системи, адже длябудь-якої реальної системихарактерні
флуктації (зміни, коливання).
Розрізняютьтакі режими поведінки динамічнихсистем:
рівноважний (стан системи не змінюється в часі; у просторі
станів – рівноважні стани зображуються точками; ці точки
називаютьсяособливимиточками);
періодичний або коливальний (через рівні проміжки часу
системаопиняєтьсяводнихі тихжестанах);
перехідний (режимрухусистемиз деякогопочатковогостану
до сталого стану – рівноважного або коливального; перехідний
режимвиникає під впливом зовнішнього збурення або внаслідок
зміни внутрішніх властивостей; у системах з неперервним часом
розрізняютьмонотоннийі коливальнийперехідні процеси);
хаотичний [16, C. 10-12].
1.6 Історичні тенденціїматематичної економіки
Схематично можна виділити дві основні лінії розвитку
математичних методів аналізу економічних систем – це загальна
економічнарівновагаімодельрозширеноговідтворення.
Загальна економічна рівновага. Засновниками цього
напрямку єЖ.Б. Сей і А. Курно. Сей розглядав зв’язок процесів
виробництва, розподілуі обмінувринковійекономіці. Вінвважав,
щовпроцесі виробництвавитрачаютьсяпрацяL, капіталK, земляZ
і виробляютьсяспоживчі вартості-корисності.
Вартість товару визначається витратами виробництва і
корисністюпродукту. Вартість установлюється такою, щоб попит
врівноважувавсяпропозицієютовару. Ж.Б. Сейсформулювавзакон
ринку: процес обміну на ринку автоматично приводиться до
рівноваги, тому сукупний попит на товар завжди дорівнює
пропозиції товару. Якщо закон Сея є правильним, то вивчення
саместанурівновагинаринкумаєважливезначення.
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Людині, як і системі, в загальному випадку притаманне
прагненнядостабільності, якеформалізуєтьсявтеорії динамічних
економічнихсистемзадопомогоюпоняття рівноваги. Рівновага–
це стан системи, в якому параметри, що досліджуються,
залишаютьсянезміннимиучасі.
Моделі стану рівноваги дають спрощену схему картини
рівноважного світу ринкової економіки, проте вони допомагають
точніше зрозуміти зв’язки економічних показників і тенденцій
структурнихзрушень.
Отже, модель ринкової рівноваги містить опис сукупного
попитутасукупної пропозиції товарунаринку. Функціяпропозиції
будуєтьсянаосновімоделі виробництва.
Розглянемо деяку технологію, що перетворює чинники
виробництва в продукт. Позначимо через кількість
використанихчинників, аy – величинувипуску заодиницючасу.




Частиннапохідна показує, яку добавку до випуску
дає використання додаткової одиниці і-го чинника за інших
однакових умов, і називається граничною продуктивністю і-го
чинника.
Модель виробництва ґрунтується на аксіомі спадної
граничної продуктивності Дж. Б. Кларка: за інших рівних умов
гранична продуктивність і-го чинника спадає із збільшенням
кількості цьогочинникаувиробництві.
З аксіоми спадної граничної продуктивності випливає, що
, . Отже, функція
невід’ємна, монотонно зростаюча, увігнута. В математичній
економіці вонаназиваєтьсявиробничою функцією.
Функція попиту будується на підставі теорії граничної
корисності, розробленої австрійськоюшколоюполітичної економії.
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Відповіднодоцієї теорії споживачмаєапріорнепредставленняпро
корисність продуктів і оцінюєспоживчувартість наборупродуктів
у кількостях функцією корисності .
Оскільки корисність має економічний зміст, то .
Частиннапохідна показує, наскількизростекорисністьнабору
, якщо додати одиницю і-го продукту. Природно
вважати, що , . Похідна називається
граничною корисністю одиниці і-го продуктувнаборі .
Теорія споживчого попиту ґрунтується на аксіомі спадної
граничної корисності: граничнакорисність додаткової одиниці і-го
продукту спадає зі збільшеннямкількості його в наборі за інших
рівних умов. Отже, , . Функція корисності
невід’ємна, монотоннозростаюча, увігнута.
Функція пропозиції виробникабудується напідставі аксіом
промаксимізаціюприбутку виробниками, афункція попиту – на
підставі аксіоми про максимізацію корисності при бюджетному
обмеженні споживачів.
Математична модель об’єкта, що досліджується, зазвичай,
містить в собі дві групи елементів: відомі до моменту побудови
моделі, екзогенні (визначені позамоделлю) параметриі невідомі –
ендогенні (обумовлені усередині моделі) параметри, які треба
визначитизаналізу(розв’язання) моделі.
Побудувати математичну модель функціонування деякої
системи означає відшукати або постулювати оператор (функцію),
щозв’язуєневідомі і відомі параметримоделі.
Як правило, у макроекономічних моделях як екзогенні
параметризадаютьсятехнологіявиробництваувигляді виробничої
функції і характер поведінки економічнихсуб’єктів накожному з
ринківувигляді їхніхфункційпопитутапропозиції. Якендогенні
показники, які одержуютьсяз аналізумоделі, виступаютьвеличина
реальногонаціональногодоходу, рівень зайнятості, ставкареальної
20
заробітної плати, реальнаставкавідсоткаі рівень цін. Особливий
інтереспредставляєтакий вектор ендогеннихвеличин, при якому
економікаперебуваєвстані загальної рівноваги.
Загальна економічна рівновага – це стан, приякомуобсяг
виробництваі пропорції обмінусклалисятакимчином, щонавсіх
ринкаходночаснодосягнуторівністьміжпопитомтапропозицієюі
при цьому жоден з учасників ринкових угод не зацікавлений
змінюватисвійобсягпокупокабопродажів.
Визначити стан загальної економічної рівноваги – значить
з’ясувати, при яких умовах всі учасники ринкового господарства
зможуть реалізувати свої цілі. Досягнення загальної економічної
рівноваги не означає, що тепер кожен учасник ринкового
господарства задоволений своїм положенням: рівновага просто




економіки, томущопланисувереннихсуб’єктів, які розробляються
незалежно один від одного, лише випадково можуть виявитися
взаємно узгодженими. Однак поведінка суб’єктів у ринковому
господарстві визначаєтьсяїхнімбажаннямдосягтирівноваги.
Для розуміння специфіки поточної господарської
кон’юнктури і прийняттярішень прозаходиекономічної політики
важливо виявити, чи є економічна рівновага стійкою або не
стійкою. Якщо у відповідь на екзогенний імпульс, що порушує
рівновагу, системасамапідвпливомвнутрішніхсилповертаєтьсяу
рівноважнийстан, торівноваганазивається стійкою (стабільною).
Економічна рівновага називається нестійкою, якщо після
екзогенного імпульсу вона самостійно не відновлюється. Тому
поряд з визначенням умов встановлення загальної економічної
рівновагинеобхіднодосліджуватихарактер рівноваги.
У залежності від того, якою мірою при дослідженні
економічнихявищвраховуєтьсячас, розрізняють тривидианалізу:
статичний, порівняльної статики і динамічний.
При статичному аналізі визначаютьсязначенняендогенних
параметрів на деякий момент часу. Якщо модель дозволяє
визначити значення ендогенних параметрів у різні моменти часу,




ході динамічного аналізу, приякомуекзогенні таендогенні змінні
розглядаютьсяякфункції відчасу.
В рамках динамічного аналізу з’ясовуються також причини
можливого неповернення економіки в рівноважний стан після
екзогенногошоку(поштовху).
Через взаємозв’язок всіх ендогенних макроекономічних
параметрівїхні рівноважні значення, здебільшого, можнавизначити
тільки спільно наоснові розв’язання системи рівнянь, щоописує
взаємодію макроекономічних суб’єктів одночасно на всіх
макроекономічнихринках.
Точка рівноваги – точка, потрапивши в яку траєкторія
розвитку динамічної системи вже не може її залишити без
додатковихзовнішніхвпливів. Аналогічнимчиномможнасказати,
що, якщо траєкторія починається в точці рівноваги, то без
зовнішньогопоштовхутраєкторіянезалишитьцюточку.
Модель розширеного відтворення. Кєне розглядав процес
суспільного відтворення в цілому. Він вивчав рух різних частин
суспільного продукту в процесі відтворення, виписуючи систему
вартісних балансів частин суспільно продукту. На основі
досліджень Кєне згодомбули сформульовані умови розширеного
відтворення. Ці ідеї булирозвинуті далі В. В. Леонтьєвимумоделі
«витрати-випуск» (input-output analysis). Модель економічної
системинимподанояксистемулінійнихбалансовихспіввідношень
виробництва і розподілу продуктів у процесі розширеного
відтворення.
Отже, у теорії економічної рівноваги описані механізми
ринкового регулювання виробництва і розподілу продуктів у
конкретнійформі ринковихмеханізмів, однакнерозглядаютьсядія
ринкових механізмів і процес еволюції економічної системи. У
балансовихмоделях відтворення описані загальні співвідношення
різних частин суспільного продукту в процесах еволюції
економічної системи, але не описані механізми економічного
регулювання, щомоглиб замкнутибалансові співвідношення.
Сучасна математична економіка схрещуванням цих ліній





модель круговихпотоків (абомодель кругообігудоходів і витрат).
У своїй елементарній формі ця модель містить у собі тільки дві
категорії економічнихагентів– домашні господарстватафірми– і
не припускає державного втручання в економіку, а також яких-
небудьзв'язківіззовнішнімсвітом(рис. 1).
Із схемивидно, щоекономікаєзамкненоюсистемою, вякій
доходиоднихекономічнихагентівєвитратамиінших:




Рис. 1. Двосекторнамоделькругообігупродуктіві доходів
Реальний («ресурси–товари») та грошовий («витрати–
доходи») потокициркулюютьодночасноупротилежнихнапрямках
і нескінченноповторюються.
Основним висновком із моделі є рівність між сумарною
величиною продажів фірм та сумарною величиною доходів
домогосподарств. Цеозначає, щодлязакритої економіки (тобтобез
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будь-якихзв'язківіз зовнішнімсвітом), бездержавноговтручанняв
економіку величина загального обсягу виробництвау грошовому
вимірюванні дорівнює сумарній величині грошових доходів
домогосподарств. При цьому також справедливою є рівність
доходів(Y) і сукупнихвитрат(уданіймоделі цевитратинапоточне
споживання– С), тобтоY = С.
Змінні запасу можуть бутивиміряні тількиупевниймомент
часу і характеризують стан об'єктадослідження напевну дату –
початокабокінецьрокутощо. Прикладамизапасуможутьслужити
державний борг, обсяг капіталу в економіці, загальна кількість
безробітнихтощо.
Змінні потоку вимірюються заодиницючасу (намісяць, у
квартал, у рік тощо) і характеризують власне “плин” економічних
процесівучасі: розмір споживчихвитратзарік, обсягінвестиційза
рік, числотих, хтовтратилироботупротягомкварталуі т.д.
Потокивикликаютьзмінивзапасах: накопиченнябюджетних
дефіцитівзарядроківпризводитьдозбільшеннядержавногоборгу;
зміна запасу капіталу наприкінці поточного року в порівнянні з
йогорозміромнакінецьминулогорокуможебутиподанаякпотік
чистихінвестиційзаріктощо.
В основі вихідної макроекономічної моделі круговихпотоків
лежить взаємозв’язок запасів і потоків, щопередбачаєїханаліз та
вимірюваннявчасі.
Поняття “потік” характеризує економічний процес, який
відбуваєтьсянеперервноі вимірюєтьсяводиницяхзапевнийперіод
часу. В моделі кругообігумирозглядалипотокипродукції, витрат,
доходів.
Поняття “запас” – це величина, яку використовують для
вимірюванняпоказникауконкретниймоментчасу, напевнудату.
Для вимірювання запасу і потоку застосовуються різні
одиниці виміру. Так, скажімо, запасможевимірюватисяугривнях,
$, літрах, апотік– в$/год., грн./рік, л/сек.
В економіці існує певний взаємозв'язок між показниками
запасуі потоку:
запасдорівнюєнакопиченимзапевнийперіодпотокам;




введення до моделі державного сектора економіки, під яким
розуміютьякцентральні, такімісцеві органивлади.
Державний сектор пов'язаний з іншими елементами
економічної системичерез:
чисті податки (Т), які кількіснопоказують тучастинупотоку
грошових коштів, яка вилучається державоюв домогосподарств;
визначаються різницею між податковими надходженнями до
бюджету і державними трансфертними платежами (в подальшому
дляспрощенняназиватимемоїхпростоподатками);
державні закупівлі товарів і послуг (G), до яких належать
платежі держави запридбані товари і послуги, атакож заробітна
платавсіхдержавнихслужбовців;
державні позики на фінансових ринках (здійснюються при
наявності дефіцитудержавногобюджету, тобтоколиG>Т).
Таким чином, на рис. 2, який відображає подальше
ускладнення моделі кругообігу, з'являється новий сектор –
“держава” – і триновихстрілки-взаємозв'язки.
Рис. 2. Трисекторнамоделькругообігупродуктіві ресурсів
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Перша з них – “Чисті податки” – поєднує державу з
домогосподарствами. Друга – “Державні закупівлі” – поєднує
державуі ринокпродуктів. І, нарешті, третя– “Державні позики” –
направленавідфінансовихринківдодержавногосектора, оскільки
дефіцитдержавногобюджетумаєпокриватисязарахунокпозикна
фінансових ринках. Найчастіше ці позики здійснюються шляхом
продажу державних облігацій та інших цінних паперів як
безпосередньодомогосподарствам, такі фінансовимпосередникам.
У тих випадках, коли утворюється надлишок державного
бюджету, тобто коли чисті податки перевищують державні
закупівлі Т>G, стрілка на рис. 2. має бути направлена в
протилежномунапрямку. Державасплачуєборгизаздійсненимив
минулому позиками швидше, ніж отримує нові, створюючи тим
самимчистийпритікгрошовихкоштівнафінансові ринки.
Введення державного сектора в круговий потік доходів і
продуктів не порушує рівності національного доходу та
національногопродукту. Цепояснюєтьсятим, що:
1. Грошовийдохідвикористовуєтьсянаспоживаннятоваріві
послуг(С), чисті податки(Т), які надходятьурозпорядженняуряду,
і заощадження (S), які потрапляють на фінансові ринки. Тоді, з
точки зору національного доходу, справедливим є рівняння:
Y=С+Т+S.
2. Існує три види витрат на товари і послуги: споживчі
витрати домогосподарств (С), інвестиційні витрати фірм (I) та
державні закупівлі товарів і послуг (G). Тобто, з точки зору
національногопродукту(витрат), можназаписати: Y=С+І+G.
Відкрита економіка – цеекономічнасистема, якапов'язаназ
іншимикраїнамисвітумеханізмамиекспорту, імпортуі фінансових
операцій.
Оскількивмоделі нарис. 3. зображенотількигрошові потоки
(анереальні), то:
експорт (X) якпотікгрошовихплатежів, анетоваріві послуг,
зображенострілкою, щонаправленавсередину системи, тобто, на
внутрішні ринкипродуктів;
платежі заімпорт (М) зображенострілкою, щонаправленаіз
внутрішньої національної економіки закордон (імпортні товари і
послуги купуються як домогосподарствами, так і фірмами та
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об'єктамидержавногосектораекономіки, протезметоюспрощення
нарис. 3 зображено лише одну, найбільшу заобсягомкатегорію
імпорту– імпортспоживчихтоварів);
Рис. 3. Моделькругообігудлявідкритої економіки
різницяміжвеличиноюгрошовихнадходженьвідекспорту(Х)
і величиноюгрошовихплатежівзаімпорт (М) називаєтьсячистим
експортом (NX): NХ = Х – М.
коли експорт не покриває імпорту (Х<М, NX<0), торізниця
має бути оплачена або шляхом позики в іноземних фінансових
посередників, абошляхомпродажуреальних і фінансовихактивів
іноземцям– цепризводитьдочистогоприпливукапіталу (нарис. 3
такі операції зображено як потік, спрямований до внутрішніх
фінансовихринків);
колижекспорт перевищує імпорт (Х>М, NХ>0), тоєвідтік




експорт товарів тапослуг і потоками платежів заміжнародними
фінансовими операціями. Так, наприклад, імпорт можнаоплатити
або ж експортом, або ж припливомкапіталу. Тобто країнаможе
імпортувати більше, ніж експортувати, коли має місце чистий
припливкапіталу.
Рівність між національним доходом та національним
продуктом зберігається і тоді, коли в моделі кругообігу




Підсумовуючи вищесказане, можна зробити ряд важливих
висновків:
1. Грошовийдохідвикористовуєтьсянетількинаспоживання
(С), але й на: чисті податки (T); платежі за імпорт (М);
заощадження (S). Ці три напрями витрачаннякоштів називаються
“витоками”. Тодіможназаписати:
Y=С+Т+М+S, абоY=С+ витоків.
2. 3 іншогобоку, існуєтривидивитратнатовари і послуги,
вироблені внутрішньою національною економікою, які не є
витратами внутрішніх споживачів: інвестиційні витрати (I),
державні закупівлі товаріві послуг(G); платежі відекспорту(X). Ці
три потоки називаються “ін'єкціями”. Звідси справедливим буде
рівність:
Y=С+І+G+Х , абоY=С+  ін'єкцій.
3. Порівнявши національний продукт і національний дохід,
отримуємо: С+Т+М+S=С+І+G+Х. Звідси випливає, що:
Т+М+S=І+G+Х. Цятотожністьпоказує, щозагальнасумавитоків
дорівнює загальній сумі ін'єкцій. Дуже важливо підкреслити, що
тільки сумарні показники витоків та ін'єкцій рівні між собою. В
окремих парах витоків та ін'єкцій найчастіше точний баланс
відсутній. Зовсім не обов'язково, щоб заощадження дорівнювали
інвестиціям, чисті податки – державним закупівлям, а експорт –
імпорту.
4. Із введенням до моделі кругообігу фінансових ринків,




за допомогою трансфертів, податків та інших економічних
інструментів держава регулює коливання в рівнях виробництва,
зайнятості та інфляції. Якщо домашні господарства приймають
рішення витрачати менше, тофірми змушені скорочувати випуск
продукції, що, в своючергу, призводить до зменшення доходів.
Рівеньпопитунатоваривизначаєрівеньвиробництваі зайнятості, а
від рівня випуску залежить рівень доходів власників факторів
виробництва, що, зновужтаки, впливаєнасукупнийпопит.
Таким чином, зробимо основний висновок із моделі
кругообігу продуктів та доходів: реальний і грошовий потоки
здійснюються без перешкод при умові рівності сукупних витрат
домогосподарств, фірм, держави тарешти країн світу сукупному
обсягові виробництва. Якщо ж сукупні витрати, які визначають
сукупний попит, скорочуються, то й сукупний обсяг випуску та
рівень зайнятості падає, що зменшуєсукупні доходи, які, в свою
чергу, визначають сукупний попит. Звідси важливим завданням
макроекономічної політикиєстабілізаціясукупногопопиту.
Підходидовирішенняцієї задачі різні упредставниківрізних
напрямків макроекономічної теорії. Представники кейнсіанського
напрямкупропонуютьздійснюватистабілізаціюсукупнихвитратза
допомогоюзмінивеличинидержавнихвитрат, податків і грошової
пропозиції. Монетаристи вважають зміну грошової маси
універсальним засобом стабілізації економіки. У рамках
неокейнсіанського підходу розробляються концепції макро-
економічного управління очікуваннями економічних агентів при
повільнійзміні рівнівзаробітної платиі цін. У неокласичніймоделі
раціональнихочікувань цінаі заробітнаплаташвидкореагують на
зміниринкової кон'юнктуриі томуекономікашвидкостабілізується
в стані довіри економічних агентів до політики уряду і
Національного банку. Прихильники теорії “економіки пропозиції”
вважають недоцільною будь-яку політику, направлену на
регулюваннясукупногопопиту. Наїхнюдумку, політикадержави
повиннаобмежуватисястимулюваннямпідприємницької діяльності
і збільшенням сукупної пропозиції завдяки лібералізації ринку,
розвиткові конкуренції тазменшеннюподатків.
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Тема3.Модель динамічної рівноваги економіки.
Модель Леонтьєва
1. Метод економічного аналізу «витрати-виробництво».
Динамічна модель Леонтьєва.
2. Динаміка замкнутої виробничої системи.
3. Міжгалузева динамічна модель і аналіз пропорцій розширеного
відтворення.
4. Узагальнення динамічної моделі Леонтьєва.
3.1 Методекономічногоаналізу«витрати-виробництво».
ДинамічнамодельЛеонтьєва
Василь Леонтьєв (1906-1999 рр.) – американський економіст
російського походження; професор Гарвардського університету у
Кембриджі, пізніше у Нью-Йорку; творець методу економіко-
математичного аналізу «витрати-виробництво» (Input-Output) для
вивчення міжгалузевих впливів. Отримав Нобелівську премію у
1973 р.
ДинамічнамодельЛеонтьєваєдеталізованоюмоделлюросту
валовогосуспільногопродукту і національногодоходу. Базоюдля
динамічної моделі В. Леонтьеваєстатичнамодель міжгалузевого
балансу в грошовому вираженні, що відображає виробництво і
розподіл валового суспільного продукту в галузевому розрізі,
міжгалузеві виробничі зв'язки, використання матеріальних і
трудових ресурсів, створення і розподіл національного доходу
(НД). Кожнагалузьубалансі розглядаєтьсядвічі – якспоживачі як
виробник. Це й визначає матричну структуру балансу. B основі
статичної моделі лежить припущення про взаємозв'язок між
нагромадженням і приростом валового продукту. При побудові





3) у виробництві не допускається заміщення одних видів
продукції іншими.
Місце динамічних міжгалузевих моделей серед моделей
економічної динамікивизначаютьзатакимитрьомачинниками.
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1. Вони є деталізованими (дезагрегованими) аналогами
моделейвідтворенняваловоговнутрішньогопродукту (ВВП) і
національногодоходу.
2. Моделі є узагальненням статичних (балансових і
оптимізаційних) міжгалузевихмоделей.
3. Моделі є теоретико-методологічною основою
прикладних динамічних моделей з матрицями міжгалузевого
балансу.
ЗапропонованаВ. Леонтьєвимдинамічнаміжгалузевамодель
є класичним прикладом використання систем диференціальних
рівнянь удослідженні проблемекономічногозростання. Її місце в
системі моделей народногосподарського рівня можна трактувати
двояко:
якдезагрегуваннямоделі відтворенняВВП і НД;
якдинамізаціюстатичноїмоделіміжгалузевогобалансу.
Побудуємомодельзгіднозпершимметодом.
Найпростіша модель відтворення валового внутрішнього
продуктуописуєтьсявтакомувигляді:
.
Придезагрегуванні цієї моделі догалузевогорівняендогенні
та екзогенні змінні замінюються векторами-
стовпцями , а параметри а і b – квадратними
матрицями А і В. Отримуємо систему звичайних лінійних




– вектор-стовпець абсолютних приростів
виробництва;
С(t) – вектор-стовпець споживання (разом із невиробничим
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нагромадженням);
– матриця коефіцієнтів прямихматеріальнихвитрат (на
відміну від коефіцієнтів статичного міжгалузевого балансу
коефіцієнти в динамічній моделі включають також витрати на
відшкодуваннявибуттяі капітальнийремонтосновнихвиробничих
фондів);
– матриця коефіцієнтів капіталомісткості приростів
виробництва (витрати виробничого нагромадження на одиницю
приростувідповіднихвидівпродукції) ( ).





де – матриця коефіцієнтів повних потреб у випуску
продукції для одержання одиниці відповідних видів кінцевої
продукції.
Відповідність між статичною і динамічною моделями
міжгалузевогобалансудлякожного t встановлюють задопомогою
матричногорівняння:
.
Оскільки , то замість (3.1) можна
досліджуватисистемудиференціальнихрівнянь:
, (3.2)
де – матрицякоефіцієнтівповної приростної капітало-
місткості, тобто повних витрат виробничого нагромадження на
одиничні приростиелементівнаціональногодоходу.
Припускають, що матриця А продуктивна. У подальшому
аналізі зручновважатиматрицюА нерозкладною, аматрицюВ –
невиродженою. Тоді
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Далі розглянемотакожвипадок, колиматриці В і
включають не все виробниче нагромадження, а тільки
нагромадженняосновнихвиробничихфондів.
На перший погляд ці припущення неприпустимо штучні,
оскільки дійсні матриці А, як правило, розкладні, а матриці В
мають нульові рядки (зокрема, длягалузей, щовиробляють тільки
предмети споживання). Однак після зведення системи (3.2) до
рівнянь тількидляфондоутворюючихгалузейобидваприпущення
стаютьцілкомправомірними.
Очевидно, що економічне значення мають тільки розв'язки
Х(t)>0. Аналогічнувимогувмоделі без зовнішньої торгівлі може
бутинакладенонавектор Y(t). Якбудеописанодалі, економічним
передумоваммоделі (3.1) відповідають тільки неспадні траєкторії
Х(t), тобто .
Розв'язок системи (3.2) при через невід'ємність
матриць і гарантує, що і
. Однак останні умови можуть бут виконані і тоді, коли окремі
компонентивектора від'ємні.




він характеризує граничні технологічні можливості розвитку
виробництва при заданих матрицях А і В, коли всі ресурси
національногодоходуспрямовуютьсянарозширеневідтворення.
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Природно, виникає питання: чи існують траєкторії системи
(3.3), аналогічні траєкторії зростання національного доходу з
постійнимтехнологічнимтемпом ?
Дезагреговані аналоги закону зростання з постійним
технологічним темпом для векторів національного доходу і
валовогопродуктумаютьвигляд:
, . (3.4)
Відповіднодо (3.4) з постійнимтемпомзростають не тільки
національний дохід і валовий продукт загалом (як скалярні
величини), але й обсяги виробництва продукції, а також обсяги
використання національного доходу для кожної з галузей. Отже,
галузеваструктураваловогопродукту і національногодоходудля
траєкторій (3.4) залишається незмінною. Відповідь напоставлене
питанняпередбачаєдослідженнясистеми (3.3) длярізнихматриць
А таВ.
Загальний розв'язок системи (3.3) може бути поданий у
вигляді:
(3.5)
де – корені характеристичного рівняння n-го порядку
,
– відповідні до , власні векториматриці , тобто
нетривіальні розв'язки системи однорідних рівнянь
.
Деякі корені можуть виявитися комплексними. Кожній
парі комплексноспряженихкоренів відповідаєв (3.5)
парадоданків (деC іD – постійні вектори
розмірності n), що породжують коливання з частотою і
амплітудою .




відмінноювід нуля буде єдинакомпонента d l . Отже, у типовій
ситуації єдинатраєкторіясистеми (3.3), якавиходить з початкової
точки Y(0), є комбінацією експонент, що зростають різними
темпами. Тому розвиток точно за законом (3.4) є неможливим.
Останнє твердження вказує на істотну відмінність міжгалузевої
моделі відїї макроекономічногопрототипу.
Але певнасхожість розв'язків одноріднихмакроекономічної
та міжгалузевої моделей зберігається. Це стає очевидним з
наведенихнижчеміркувань.
Відповідно до прийнятих припущень матриця
додатна. Отже, вона має додатне власне число , що за
абсолютною величиною більше, ніж усі інші власні числа цієї
матриці, атакожвідповіднийстрогододатнийвласнийвектор .
При цьому власні вектори, що відповідають відмінним від
власним значенням, з необхідністю мають компоненти різних
знаків.
З теорії невід'ємнихматриць відомо, що знаходитьсяміж
максимальноюі мінімальноюсумами елементів стовпців матриці
. Позначимо через суму елементів j-го
стовпця цієї матриці, тобто повну капіталомісткість продукції j-ї
галузі. Тоді
.
Разомз тим, параметр , щоналежить розв'язку (3.5) як
показникекспоненти, знаходитьсянапроміжку:
.
Такимчином, показник експоненти єоберненоювеличиною
до деякої середньої з повних галузевих капіталомісткостей. У
випадку ж їхньої рівності ( ) збігається з
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, щостаєпідставоюназивати величину технологічним
темпомприростувміжгалузевійдинамічніймоделі (3.1).
Траєкторія відповідно до (3.5) є сумою експонент.
Очевидно, що при в ній починає переважати доданок з
максимальноюдійсноючастиною . Можливі дві взаємовиключні
ситуації:
1) домінуючоюєекспонента ;
2) домінуєіншийдоданокзтемпом , якийвідміннийвід .
У першомувипадкутемпиприроступродукції кожної галузі
при прямують до технологічного темпу зростання , а
гранична галузева структура національного доходу визначається
пропорціямиміжкомпонентамивласноговектора .
У другому випадку динаміка усе більше визначається
власнимвектором , щовідповідаєвласномузначенню з
матриці . Такий власний вектор, як було зазначено
вище, обов'язковомаєкомпонентирізнихзнаків. Томупридосить
великих t у розв'язку неодмінно з'являються від'ємні
компонентиі тимсамимвтрачаєтьсяекономічнийзмістрозв'язку.
Отже, розв'язок (3.5), у якому домінує доданок з темпом,
відміннимвід , економічнонеприйнятний.
Зазначені особливості розв'язківоднорідногорівняння (3.3) є
принциповими визначальними рисами міжгалузевої моделі (3.1),
порівняно з її макроекономічним аналогом, де розв'язок втрачає





Зв'язок результатів міжгалузевої динамічної моделі і макро-
моделі розширеного відтворення може бути посилений за
допомогоюкласифікації таагрегуваннягалузейзафункціональним
призначенням продукції, що ними виготовляється. Замість
“знеособлених” галузей, представлених тільки порядковими
номерами, вартовиділятигалузі, щовиконуютьособливі функції в
процесі відтворення.
Поділимо все виробництво на три галузі: виробництво
знарядь праці (галузь 1), виробництвопредметів праці (галузь 2),
виробництво предметів споживання (галузь 3). В результаті
отримуємо тригалузеву систему, яку можна досліджувати за
допомогоюміжгалузевої динамічноїмоделі.
У зазначеній тригалузевій системі лише галузь 1 здійснює
капітальні вкладення, галузь 2 забезпечує тільки проміжне
споживання, авесьфондспоживаннязабезпечуєгалузь3.
Запишемо систему рівнянь, зважаючи на функціональне
призначенняпродукції трьохгалузей:






Завдяки продуктивності матриці А величина .




Зокрема, присталомурівні споживання(r=0) отримуємо:
,
тобто темп приросту виробництва знарядь праці дуже швидко
прямуєдовеличини .
Пропорційне зростання всіх галузей виробництва
( ) існуєпри і при
цьому .
При темпи приросту виробництва галузей 1 і 2
збільшуються домежі . Виробництво у 1 та 2 галузях зростає
випереджуючими темпами, їхня частка у валовому продукті
неперервно збільшується. Відповідно зростає часткавиробничого
нагромадження і знижується частка споживання (як і в
макромоделях).
При темпи приросту виробництва галузей 1 і 2
необмежено зменшуються; відповідні траєкторії виходять замежі
допустимої області. Водночасзбільшуєтьсячасткатретьої галузі у
валовомупродукті тафонді споживання– унаціональномудоході.
Залежності темпів приросту виробництва знарядь праці і




1 – виробництвознарядьпраці; 2 – виробництвопредметівпраці;
3 – виробництвопредметівспоживання
Зміни галузевої структури валового внутрішнього продукту
призміні темпуспоживанняпоказанонарис. 5.
Рис. 5. Залежністьдинамікигалузевої структуривалового
внутрішньогопродуктувідтемпуприростуспоживання:
α1 – частка виробництва знарядь праці; α2 – частка виробництва
предметівпраці; α3 – часткавиробництвапредметівспоживання
При (рис. 5 а) частка виробництва знарядь праці
зростає, ачасткапредметів споживання зменшується. При
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(рис. 5 б) структурні зміни протилежні. Частка виробництва
предметів праці відносно стійка щодо темпу споживання. Це
пояснюється тим, що виробництво предметів праці однаково
необхідне при будь-якому співвідношенні між виробництвом
знарядь праці і предметів споживання, а також між
нагромадженням основних виробничих фондів і використанням
продукції наневиробничі потреби.
3.4 Узагальненнядинамічноїмоделі Леонтьєва
У динамічній моделі В. Леонтьева зроблено низку
припущень, що спрощують розв'язок системи диференціальних
рівнянь і полегшують відповідний теоретичний аналіз. Однак ці
припущення звужують можливості коректного перенесення
результатів аналізу моделі на економічну дійсність. Поряд з
критичною оцінкою припущень розглянутої моделі важливо
описатишляхиїї удосконалення.
1. Включення умов „необоротності" капітальних вкладень і
перехіддосистеминерівностей.
В умовах (3.1) вектор виробничого нагромадження (чистих
капітальних вкладень) пов'язаний з приростами виробництва
співвідношенням . Таке співвідношення передбачає
тільки невід'ємні похідні . Якщо , то
. Формально це означає повернення ресурсів у
баланси продукції за повними нормами капіталомісткості (повне
деінвестування), щоневідповідаєдійсності.
Тому розв'язки систем (3.1) і (3.2) можна використовувати
лишетоді, коливонизадовольняютьдодатковуумову: .
Такаумовавиконується далеко не для будь-якої траєкторії
(3.1), зокрема, вонапорушується:
а) придомінуванні врозв'язкуоднорідної системискладової,
щозростаєзтемпом, якийвідрізняєтьсявідтехнологічного;
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б) призростанні споживаннязтемпом ;
в) напочатковомувідрізкуіншихтраєкторій.
Строго кажучи, ця додатковаумоване єнеобхідною. Адже
важливо не заборонити від'ємні прирости, а виключити феномен
“оборотності” капітальнихвкладень. Тому більшобґрунтованимє




Відзначимо, що припущення абсолютної необоротності
капіталовкладень є надто жорстким. Матеріальні елементи
основнихвиробничихфондів, щовивільняються, можуть частково
перерозподілятися. Цеможнаврахуватинаступнимчином.
Якщо , то в баланс продукції надходить
, де . Однак теоретичне дослідження
моделі зтакимиумовамипомітноускладнюється.
Із урахуванням умови “необоротності” капіталовкладень
динамічнаміжгалузевамодельнабуваєвигляду:
, (3.6)
Однак система рівнянь (3.6) може не мати допустимих
траєкторій, щопроходятьчерез заданупочатковуточку .




Завдяки цьому вдається уникнути багатьох проблем, що
виникалиприпопередньомуаналізі.
Так, модель замкнутої виробничої системи
, на відміну від рівняння (3.3), має
розв'язок при будь-якому початковому значенні :
.




У моделі В. Леонтьєваприпускають, щоприріствиробництва
може бути здійснений тільки за рахунок виробничого
нагромадження: з випливає . Насправді
розширення виробництва може відбуватися і в результаті більш
повноговикористаннянаявнихвиробничихпотужностей (основних
виробничихфондів).
Позначивши через максимально можливий обсяг
виробництвапродукції j-ї галузі надіючихосновнихфондахуроці
t, можемоввестиумови: , щороблять припустимим
при .
Отже, введення додаткових умов може
уточнитирозв'язоксистеми(3.1).
3. Побудоваміжгалузевихмоделейз інвестиційнимилагами.
У моделі В. Леонтьєва, так само як і в найпростішій
макромоделі відтворення, передбачено миттєвість перетворення
виробничого нагромадження (капітальних вкладень) у прирости
виробництва. Надмірна спрощеність цієї умови неодноразово
відзначаласябагатьмадослідниками.
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Природне вдосконаленнямоделі – включення інвестиційних
лагів (зосереджених чи розподілених). Так, якщо визначати
інвестиційнийлагукожній j-йгалузі якзосередженийі рівний ,
то система рівнянь виробництва і розподілу продукції
(національногодоходу) набуваєвигляду:
, .
Інвестиційні лаги можуть диференціюватися не тільки за
галузями-“споживачами” капітальних вкладень, але й за
матеріально-речовимиелементамикапітальнихвкладень (продукція
машинобудування, будівництваі т. ін.). Позначившичерез лаг
капіталовкладень, щонадходять з і-'ї галузі і забезпечують приріст
виробництвауj-йгалузі, одержуємотакусистемурівнянь:
, .
У динамічну міжгалузеву модель можуть бути включені
такожі розподілені лаги, прицьомузмінюєтьсязмістматриці В.
Методи розв'язування систем диференціальних рівнянь з
лагами (запізнілимиаргументами) розробленодосить добре, однак
якіснийаналізрозв'язківістотноускладнюється.
4. Врахування динаміки коефіцієнтів матеріаломісткості і
капіталомісткості виробництва.
Однимз найбільшсильнихприпущень аналізованої моделі є
незмінністьучасіматрицьматеріальнихі капітальнихвитратА і В.
Завдяки цьому вдається зробити низку висновків про властивості
траєкторій (зокрема, довести існування технологічного темпу
приросту і відповідної траєкторії пропорційного зростання). Але
при цьому поза моделлю залишається найважливіший чинник
економічної динаміки– науково-технічнийпрогрес.
Включення в модель матриць A(t) і B(t), що залежать від
часу, підвищує її прикладне значення. Проте теоретичний аналіз
узагальненої моделі залишається доступним для досить простих
законів зміни, наприклад, при рівномірній зміні всіх коефіцієнтів
матрицьабокоефіцієнтівокремихрядківматриць [5, С. 164-181].
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Тема4. Лінійні динамічні моделі.
Модель Харрода–Домара
1. Модель Харрода-Домара: суть та основні припущення.
2. Модель Харрода-Домара для нульового споживання.
3. Співвідношення між гарантованим, природним і фактичним
темпами зростання.
Модель Харрода–Домара – це модель макроекономічної
динаміки, запропонованаЕ. ДомароміМ. Ф. Харродом(1939р.).
РойФорбсХаррод (1900—1978), видатний англійський
економіст, професор Оксфордського університету, один з
найвидатніших продовжувачів кейнсіанських ідей, вважається
батьком теорії економічного зростання. Саме йому належить
пріоритет у розробці проблем економічного зростання та його
математичногомоделювання. Народивсяу1900 р. уродині вчених-
інтелектуалів, отримав блискучу освіту – закінчив
ВестмінстерськийколеджтаОксфордськийуніверситет. У 1933 р. –
вийшла перша наукова книга Р. Харрода "Теорія міжнародної
економіки". У 1936р. опублікована праця "Торговий цикл", у
1939 р. – праця"Наристеорії динаміки". У 1948 р. – вихідосновної
фундаментальної монографії "Дотеорії економічної динаміки", яка
мала величезний науковий успіх, принесла автору визнання та
репутаціютеоретика-новатора.
Науково-дослідницькудіяльність Р. Харродвдалопоєднував
з практичною роботою на високих адміністративних посадах. У
1939 p., з початкомДругої світової війни – перейшовнароботув
статистичневідомствопрем'єр-міністраВеликої Британії В. Черчіля
тавиконувавфункції радникабританськогоуряду. У 1947–1950 pp.
Р. Харрод очолював підкомісію Організації Об'єднаних Націй з
питань зайнятості та стабільного розвитку. У 1952–1953 pp. –
економічнийрадникМіжнародногоВалютногоФонду. Щеу1939 р.
в статті "Нарис теорії динаміки" Р. Харрод сформулював основні
принципитеорії економічної динаміки. У центрі уваги– намагання
визначити темп зростаннянаціональногодоходу, необхідногодля




зростання національного доходу як важливої умови динамічної
рівновагиприблизновтойсамийчас, коли і Р. Харрод, приходить
професор Массачусетського університету (США) Євсій Домар.
Томувекономічнійлітературі їхспоріднені підходибулооб'єднано
утакзванумодельХаррода–Домара. ОднакмодельЄ. Домарадещо
відрізняється від моделі Р. Харрода. В її основу покладені не
рівність заощаджень інвестиціям, а рівність грошового доходу
(попиту) виробничимпотужностям (пропозиції). Під виробничими
потужностямиЄ. Домар розумівпотенційноможливевиробництво
продукції вумовахповної зайнятості. Тобто, якщомодельХаррода
будувалася на акселераторі, то модель Домара – на
мультиплікаторі.
В моделі Є. Домара динамічна рівновага досягається за
умови, що попит і пропозиція мають зростати так, щоб приріст
попиту дорівнював приросту пропозиції. При цьому динамічна
рівновага може бути забезпечена лише певним темпом росту
інвестицій. Зростання капіталовкладень – це стратегічний чинник
збалансованості економічного зростання. Відмінність моделі
Домараполягалаі втому, щовнійпередбачаласяповназайнятість,
тоді якР. Харродвиходивз того, щодинамічнарівновагаможене
збігатися з повною зайнятістю. Але висновок Є. Домар робить
такий самий, що і Р. Харрод: необхідною умовою динамічної
рівноваги, тобто поступального руху економіки, є стійкий темп
економічногозростання. Прицьомуі Р. Харрод і Є. Домар, стоячи
на позиціях Дж.М. Кейнса, підкреслювали складність вирішення
проблеми динамічної рівноваги і необхідність проведення
відповідної державної політикирегулюванняекономіки.
Модель Харрода–Домарабуласпрямовананате, щоб набазі
кейнсіанстваподолатистатичністьмакроекономічноїмоделі Кейнса
і розробитимодель, розрахованунадовгостроковийперіод. Але
Є. Домар і Р. Харрод усвідомлювали спрощеність своїхмоделей,
вважаючи, щовониєлишеінструментамитеоретичногоаналізу. По
суті, це були лише перші кроки в дослідженні складних зв'язків
процесу відтворення у вигляді однофакторної моделі (коефіцієнт
капіталомісткості). Далі моделі динамічної рівноваги розвивали у
напрямку розробки багатофакторних моделей економічного
зростання, дослідження виробничих функцій, економічного
програмування.
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4.1 МодельХаррода-Домара: сутьтаосновні припущення





Економіка вважається закритою, тому чистий експорт
дорівнює нулю, а державні витрати в моделі не виділяються.
Основнапередумовамоделі зростання– формулавзаємозв'язкуміж
інвестиціями й швидкістю росту доходу. Передбачається, що
швидкістьростудоходупропорційнаінвестиціям:
,
де B — коефіцієнт капіталомісткості приросту доходу або
коефіцієнт приростної капіталомісткості (відповідно, оберненадо
ньоговеличина1/B називаєтьсяприростноюкапіталовіддачею).
Тим самим у модель фактично включаються наступні
передумови(припущення):
інвестиційний лаг дорівнює нулю: інвестиції миттєво
переходять у приріст капіталу. Формально це означає, що
AK(t)=І(t), де AK(t) — неперервнафункція приросту капіталу в
часі;
вибуттякапіталувідсутнє;
виробнича функція в моделі лінійна – це витікає із
пропорційності приростудоходуприростукапіталу;





споживання відсутнє, тобто С(t)=0. Цей випадок абсолютно
нереальний з практичної точки зору, але маєважливе теоретичне
значення. Принульовомуспоживанні всі ресурсиспрямовуютьсяна
інвестиції, врезультаті чогоможнавизначитимаксимальні технічно
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можливі темпизростання. ПриС(t)=0 маємо:
Y(t)=C(t)+I(t)=0+B =BY'(t).
Це – лінійне однорідне диференціальне рівняння, розв'язок
якогомаєвигляд:
Y(t)=Y(0)e(1/B)t.




В моделі економічного зростання Харрода–Домара
розрізняютьдватемпиекономічногозростання:
гарантований (рівноважний, Gw) темп, що забезпечує повне
завантаження виробничих потужностей і стійку норму прибутку
для підприємців. Гарантований темп зростання повинен бути




ачисельникі знаменник– сталі, тоGw – такожсталавеличина;
природний (потенційний, Gn) темп – це максимальний темп,
якийдопускаєзростанняактивногонаселенняі технічнийпрогрес.
Якщовизначені темпизростаннякапіталуі продукту, топриродний
темп зростання за умови збільшення чисельності активного
населення і з урахуванням технічного прогресу записується
формулою:
Gn=d+t+dt,
деd – темпзростаннякількості активногонаселення;
t – темпзростанняпродуктивності праці;
dt – вищапродуктивністьнової робочої сили.
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Темп зростання продукції і доходу може бути вищим від
природноготемпузростання, завиняткомперіодудепресії, колиє
надлишок виробництва. Незбалансованість обумовлена тим, що
гарантованийтемп, якправило, незбігаєтьсязприродним, і цеведе
або до надлишку або до нестачі капітальних коштів. Ці темпи
визначаються різними, не пов'язаними один з одним, чинниками.
Гарантованийтемпвизначаєтьсясередньоюнормоюзаощадженняі
технічними коефіцієнтами, що характеризують граничне
відношення «продукт–капітал» і граничне відношення «капітал–
продукт». Природний – ендогенними чинниками, котрі
характеризують збільшення пропозиції праці, асаме – зростання
чисельності робочої силиі продуктивності праці.
Можливість розбіжності зазначенихтемпівпосилюєтьсятим,
що в моделі Харрода–Домара норма заощадження і технічні
коефіцієнти сталі. Тому пристосовність гарантованого темпу
зростання до природного виключається. Р. Харрод приходить до
висновку про нестійкість розвитку економіки з характерноюдля
нього тенденцієювідхилення від гарантованого темпу зростання.
Цейвисновоклежить воснові теорії економічної нестабільності, з
якої випливає, що якщо підприємці планують темп приросту
продукції вищим, ніжгарантований, топочинаєдіятимеханізм, що
поступововіддаляєфактичнулініюрозвиткувідлінії рівноваги.
В теорії Р. Харрода розглядається темп зростання
виробництваі доходу, який, будучираз досягнутий, маєтенденцію
постійно відтворюватися. Якщо ж фактичний темп зростання
виробництвавідхиляєтьсявідгарантованого, тоекономічнасистема
постійно віддаляється від нього. Таким чином, лінія розвитку
економічної системипоказуєстаннестійкої рівноваги. Результатом
розбіжності гарантованого і природного темпів є довготривалі
диспропорції векономіці. Томувмоделі Харродавелике значення
надається співвідношенню між фактичним G, природним Gn і




1. Gw>Gn, G<Gw. Якщо гарантований темп вищий від
природного, то фактичний темп, досягнувши повної зайнятості







2. Gw<Gn, G>Gw. Якщо гарантований темп менший від
природного, тофактичнийтемп, досягнувшиповногозавантаження
потужностей, будепрагнутидоприродноготемпу. Цепризведедо
хронічного надлишку інвестицій у порівнянні з величиною
заощадженняі доперевищенняпопитунадпропозицією, якестане
джереломдовгостроковихінфляційнихтенденцій. У цьомувипадку
доцільним є підвищення норми заощаджень, що наближатиме
гарантованийтемпдоприродного.
3. ЯкщоG=Gw=Gn, тодосягаєтьсяідеальнийрівень розвитку
економічної системи, томущовцьомувипадкуG нетількиреалізує
очікування підприємців, ай поглинає всі виробничі потужності і
всюнаявнуробочусилу.
У моделі Харрода–Домара ключове значення надається
механізму прийняття інвестиційних рішень для економічного
зростання. Інвестиції вперіод t пропорційні відношенню«капітал–
продукт» і очікуваному збільшенню доходу. Якщо підприємець
сподівається, щопопит найого продукт зросте, то він, заумови
повного завантаження виробничих потужностей, закуповує
додаткове обладнання, щоб виробити додаткову продукцію
відповіднодопередбачуваногопопиту.
В моделі Харродапідприємницькі цілі виправдовуютьсялише
втомувипадку, колитемпзростаннязбігаєтьсязгарантованим. Вся
додатковапродукціязнайдепопит, і, отже, всі додаткові потужності
будуть використані. Якщо ж розраховувати на вищий темп
зростання, то насправді він перевищить оптимістичні очікування.
Можнаприпустити, щопідприємці будуть прагнутидощевищого
зростання у наступний період. І навпаки, якщо очікуваний темп
зростання є нижчим за гарантований, то фактичний також
виявитьсяменшимвід гарантованоготемпузростання. Підприємці





чином, за Р. Харродом механізм формування підприємницьких
очікувань надає нестабільності економічному розвитку, причому,
при найменшому відхиленні фактичного зростання від
гарантованого, вонапосилюється.
Загальний висновок з моделі полягає в тому, що ринкова
економікане здатназабезпечитизбігпідприємницькихочікувань з
гарантованимтемпомзростання, томущопідприємці приприйнятті




1. Поняття рівноваги, стійкості, стабільності та стаціонарності
динамічних систем. Стійкість за Ляпуновим.
2. Характер стійкості особливих точок динамічних систем з
неперервним часом. Критерії стійкості.
3. Типи особливих точок та їх фазові портрети. Біфуркаційна
діаграма.
4. Нестійкість і нелінійність як джерело невизначеності
економічних процесів.
5. Якісний аналіз соціально-економічних систем.
5.1 Поняттярівноваги, стійкості, стабільності тастаціонарності
динамічнихсистем. СтійкістьзаЛяпуновим.
Будь-яка динамічна система у певний момент часу
характеризуєтьсясвоїмстаномі напрямомруху. Рівновага системи
– це такий її стан, який триває як завгодно довго завідсутності
зовнішніхвпливів. Наприклад, рівноваганаринкудеякоготовару,
рівновагаполітичнихсилусуспільстві тощо.
Якщо система не знаходиться в стані рівноваги, то вона
здійснюєрухпіддієювнутрішніхабозовнішніхзбурень. У цьому
випадкувдіювступає іншахарактеристикадинамічної системи –
поведінка. В залежності від будови системи та її властивостей
поведінкасистемиможесуттєвозмінюватисяз часом. Принципово
різними є дваваріанти розвитку подій після того, як насистему
подіялодеяке збуренняззовні: поверненнядопочатковогостану і
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подальше віддалення від початкового стану. Ці можливості
описуютьсяпоняттямстійкості. Під стійкістю розуміють здатність
системиповертатисяурівноважнийстан, якщовонабулавиведена
з нього. У такому випадку стан рівноваги називають стабільним
(стійким). Другому варіанту відповідає нестабільна (нестійка)
поведінка системи. Відповідно розрізняють стійкі та нестійкі
системи.
Поведінка системи може змінюватися з часом.
Стаціонарність є властивістюповедінки, а саме – процесів, що
відбуваються в системі, і означає, що характер (закон)
функціонуваннясистеминезмінюєтьсявчасі.
Отже, рівновага – це властивість стану, стабільність –
властивість системи, астаціонарність – властивість процесів, що
відбуваютьсявсистемі.
Припустимо, що ми маємо




Ляпуновим, якщо для будь-якої
області допустимих відхилень від
неї (область ε) ми можемо вказати
областьδ(ε), якаоточуєстаціонарну
точку і має таку властивість, що
жоден рух, який розпочинається з
середини δ(ε), ніколи не досягне
межі області ε, тобто, якщо для
довільногоε>0 існуєδ=δ(ε)>0, що,
як тільки , то
, длявсіх
(рис. 6). Якщостаціонарнаточкаx*











Ляпуновим, якщо можна вказати
такуобласть допустимихвідхилень
віднеї (областьε), дляякої неіснує
жодної області δ(ε), яка оточує
стаціонарну точку і має таку
властивість, що жоден рух, який
розпочинається всередині δ(ε),





Рис. 8. Ілюстраціянестійкості за
Ляпуновим
5.2 Характер стійкості особливихточокдинамічнихсистемз
неперервнимчасом. Критерії стійкості
5.2.1 Характер стійкості особливих точок динамічних
систем, що описані одним диференціальним рівнянням.
Розглянемо більш детально якісний метод дослідження
диференціальногорівняння
.
Зазначимо, що в більшості випадків отримати його
аналітичний розв’язок не вдається, а якщо навіть і вдається, то
відповідь містить неявні функції, властивості яких важко
проаналізувати.
Особливою точкою динамічної системиназиваєтьсяточка, в
якійправі частинидиференційнихрівняньприймаютьнульовезна-
чення. Особливихточокможебутиодна, кількаабонебутизовсім.
З точки зоруякісної теорії диференційнихрівнянь насцікавитиме
поведінкасистемивособливихточках(стійка, нестійкатощо).
Нехай рівняння f(x)=0 немаєдійснихкоренів, тобто, крива
f(x) не перетинає вісь х. Тоді весь час зберігає знак і всі
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розв’язки x(t) будуть монотонними функціями, зростаючими або
спадними, залежновідзнакуf(x).
Нехай тепер рівняння f(x)=0 маєдійсні корені .
Вониназиваютьсястаціонарнимирозв’язками, особливимиточками
аботочкамирівноваги. Якщоточка – стаціонарнийрозв’язок, а
і – двасуміжні знеюінтервали, тонакожномуз
нихповедінкасистемиможематитраєкторіюпевноговигляду.
Якщо обидві точки, які належать інтервалам і
, призростанні часу t наближаютьсядостаціонарної точки
, тотакийрозв’язокназиваєтьсястійким (рис. 9).
Рис. 9. Ілюстраціястійкості, нестійкості танапівстійкості
стаціонарнихрозв'язків
Якщо обидві точки, які належать інтервалам і
, призростанні часу t віддаляютьсявідстаціонарної точки
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, тотакийрозв’язокназиваєтьсянестійким (рис. 9).
Якщо точки одного з інтервалів і






1. Поблизу стану рівноваги
функція f(x) змінює знак з “+” на
“–” при зростанні х – стан
рівновагистійкий (рис. 10).
2. Поблизу стану рівноваги
функція f(x) змінює знак з “–” на
“+” при зростанні х – стан
рівновагинестійкий (рис. 11).
3. Поблизу стану рівноваги





5.2.2 Характер стійкості особливих точок динамічних
систем, що описані системою лінійних диференціальних рівнянь.
Розглянемо систему лінійних диференціальних рівнянь з
постійнимикоефіцієнтами:
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Щоб знайти точки рівноваги системи, необхідно розв’язати
одноріднусистемулінійнихалгебраїчнихрівнянь:
Як відомо, вона має єдиний розв’язок, якщо визначник
матриці недорівнюєнулю( ≠ 0).
Стійкість положення рівноваги визначається власними
числамиматриці А. Власні числаматриці А знаходять, розв’язуючи
характеристичнерівняння:
,
де – слідматриці; – детермінант.
Характер стійкості особливих точок для різних випадків
коренів характеристичного рівняння для системи двох



















Яквідомо, необхідною, але не достатньою умовоютого, що
всі дійсні частини коренів цього рівняння від’ємні, є ,
. Це означає, якщо хоча б один з коефіцієнтів
характеристичногорівняннявід’ємний, тознайдетьсяхочаб один
корінь, який матиме невід’ємну дійсну частину і, отже, особлива
точкабуденестійкою. Цяумоваєтакожі достатньоюдлярівнянь
першоготадругогостепенів.
Більшзагальноюнеобхідною і достатньою умовою стійкості
є критерій Рауса-Гурвіца: системабуде стійкою, якщопри усіх
додатних коефіцієнтах , будуть додатними
визначникматриці Гурвіцаі всі головні діагональнімінори.
Матриця Гурвіцаскладається з коефіцієнтів характеристич-
ногорівняннязаправилами:
1) на головній діагоналі записують коефіцієнти
характеристичногорівняння;
2) над головною діагоналлю записують коефіцієнти з
більшимиіндексами;





Гурвіца, , , , … – головні
діагональнімінориматриці Гурвіца[16, С. 25-39].
5.3 Типиособливихточоктаїхфазові портрети.
Біфуркаційнадіаграма
Розглянемо динамічну систему для двох змінних. Якщо
детермінантвідповідногохарактеристичногорівняннянедорівнює
нулю, тоточкарівновагиєдинаі її типзадаєтьсяспіввідношеннями






– дійсні, від’ємні, різні
нестійкий вузол















Також можна визначити тип точки рівноваги і характер її
стійкості, незнаходячивласнихзначеньматриці системи, азнаючи
тількиїї слідσ=tr(А) і визначникΔ=det(А) (табл. 3).
Таблиця 3.
Типточкирівновагивзалежності відзначень tr(А) іdet(А)
















Складність та відкритість сучасних економічних систем
пояснюють той факт, що рівновага та стійкість на практиці
зустрічаютьсядоволі рідко. Крімтого, нелінійність в економічних
системахпороджуєускладнені варіантирівновагитастійкості, що
потребують особливих підходів до їх вивчення. Притаманна
економічним системам, явищам та процесам нелінійність та
нестійкість породжують невизначеність, щоєважливимаспектом
всебічногоаналізуекономічнихявищтапроцесіві служитьоднимз
основних джерел такого фундаментального поняття сучасної
економічної наукиякекономічний ризик.
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Сучасна економіка як складна система розвивається
нерівномірно, їй притаманні як режими стійкогофункціонування,
такі режимихаотичної динаміки. В нашчасбурхливорозвивається
науковийпідхід – «синергетичнаекономіка», – якийспираєтьсяна
суттєвунелінійність економічнихпроцесів, досліджуєчасі змінив
нелінійній економічній теорії. Цей напрямок сьогодні вважається
одниміз найперспективнішихнапрямківдослідженняекономічних
систем. Методи і підходи так званої «нелінійної науки» бурхливо
розвиваються та успішно використовуються останнім часом. Ці
методи виокремились у науковий напрямок, який дістав назву
«синергетика». Поряд із терміном синергетика часто
використовують терміни теорія складності (complexity theory),
теорія динамічних (складних) систем (dynamic (complex) system
theory), теорія хаосу (chaos theory), нелінійна динаміка (nonlinear
dynamic) абобільшзагальний— нелінійнанаука(nonlinearscience),
увиразнюючи при цьому принципову нелінійність,
нерівноважність, складність досліджуванихявищ.
Синергетика досліджує принципово нерівноважні (такі, що
перебувають далеко від стану рівноваги) системи, принципово
нелінійні (такі, щозапевнихумовдеякі збурення – внутрішні або
зовнішні – можуть привестисистемудопринциповоновихстанів,
довиникненняновихстійкихструктур) процесиеволюції систем.
Для нелінійних явищ, математичні моделі яких не
підпорядковуються принципу суперпозиції, знання стосовно
поведінки частини об'єкта не гарантують знань про поведінку
об'єкта в цілому. Більшість реальних економічних процесів і






виникненні збурення, яке невеликоюміроювиводить систему із
стану рівноваги, система буде намагатися відновити попередній
стан, тобто, всі її майбутні станибудутьзнаходитисьпоблизустану
рівноваги. Такимчином, підстійкістюрозуміютьздатністьсистеми
повертатися у врівноважений стан, якщо вона була виведена з
нього. B такому випадку стан рівноваги називається стійким.
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Іншому варіанту, тобто, коли система не здатна повернутися до
станурівноваги, відповідаєнестійкістьстануйсистеми.
Розглянемо властивості відкритих систем, що перебувають
далековідстанурівноваги.
1. Такі системинестійкі, томуповерненнядопочатковогостану
для них є необов'язковим. У деякій точці, що називається
точкою біфуркації (розгалуження), поводженнясистемистає
неоднозначним.
2. Занаявності нестійкості змінюєтьсяроль зовнішніхвпливів.
Запевнихумовнезначнийвпливнавідкритусистемуможе
призвестидозначнихтанепередбачуванихнаслідків.
3. У відкритих системах, далеких від рівноваги, виникають
ефекти узгодження, коли елементи системи корелюють,
узгоджують своє поводження. Таке кооперативне
(погоджене) поводженняхарактернедлясистемрізнихтипів:
атомів та молекул, клітин та живих істот, економічних
об'єктівтасоціальнихгруптощо.
У результаті погодженої взаємодії відбуваються процеси
впорядкування, виникненняз хаосупевнихструктур, перетворення
і ускладнення систем. Чим більшим є відхилення від стану
рівноваги, тим сильнішим стає охоплення кореляціями та
взаємозв'язками, тим вищою буде узгодженість процесів, що
відбуваютьсянавіть увіддаленихобластяхі, напершийпогляд, не
зв'язані одинзодним.
«Нелінійність» – фундаментальний концептуальний вузол
сучасної наукової парадигми в економічній сфері, яку можна
назвати також парадигмою нелінійності. B математичному сенсі
нелінійність означає певний вид рівнянь, що містять шукані
величини в степенях більших, ніж одиниця, або коефіцієнти, що
залежать від властивостейсередовища. Нелінійні рівнянняможуть
мати декілька якісно різних розв'язків. Множині розв'язків
нелінійногорівняннявідповідаємножинашляхівеволюції системи,
що описується рівняннями нелінійної системи. Більше того,
вивчаючирізні стадії розвиткупроцесівувідкритомунелінійному
середовищі, можна очікувати на якісну зміну процесів, зокрема,
переструктурування – ускладнення чи деградацію – організації
середовища. Причому це відбувається не через зміну параметрів
середовища, аякрезультатрозвиткупроцесівуньому.
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Феномен нелінійності можна охарактеризувати наступними
особливостями.
1. Завдяки нелінійності має місце найважливіший принцип
«розростаннямалого» або«посиленнязбурень».
2. Певні класинелінійнихсистемдемонструють іншуважливу
властивість– граничнучутливість.
3. Нелінійність породжує подібність до квантового ефекту –
дискретністьшляхівеволюції нелінійнихсистем.
Нелінійність означає можливість несподіваних, так званих,
емерджентних змін напрямку перебігу процесів. Нелінійність
процесівробитьпринциповоненадійнимиі недостатнімипрогнози.
Однимзосновнихрезультатівнелінійногопідходуєвизнання
можливості різноманітногорозвитку систем, наявності біфуркації.
У точці біфуркації нестійкістьпідсилюєтьсячерезте, щовсистемах
завжди присутні флуктуації, які гасяться у стійкому стані. Але в
результаті нелінійнихпроцесів, які виводять параметрисистемиза
критичні значення, такі флуктуації посилюються і можуть
спричинити стрибкоподібний перехід до нового стійкого стану з
меншоюентропією, післячогоцикл«плавнийрозвиток—стрибок»,
«еволюція—революція», «стійкість—нестійкість» повторюється.
Отже, стійкість та нестійкість є однаково необхідними у
процесі розвиткубудь-якої системи. Абсолютнохисткасистемане
може протистояти флуктуаціям, не здатнадо адаптації і швидко
руйнується. Проте надто стійка система, придушуючи будь-які
флуктуації, консервує свою структуру й поводження, і тому не
здатназмінитисяякісно, вонапозбавленаможливості розвитку, і її
руйнування стає лише справою часу. Обидва типи систем
приходятьдохаосу, різницяміжнимиполягаєвчасі, щопроходить
довибуховогозростанняентропії.
У динамічних системах можливим є не тільки гладке
(безперервне) і відносно передбачуване поводження, але й різкі
стрибкоподібні зміни. Такі стрибкоподібні змінистанудинамічної
системиприповільній зміні її параметрів (абокеруючихзмінних)
вивчає теорія катастроф. В рамках цієї теорії розглядаються
питання як технічного, соціологічного напрямків, так і
економічного(наприклад, обвалфондовогоринку).
Предметом теорії катастроф є вивчення залежності якісної
природи розв'язків від значень параметрів, що є присутнім у
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заданих рівняннях. Такожпредметомвивчення теорії катастроф є
класифікація станів рівноваги градієнтних систем, які можуть
проявлятися як раптові зміни – катастрофи – у поводженні




поточний стан системи залежить від того, яким чином
системаприйшлавцейстан;
траєкторії системи необоротні, тобто при зміні керуючих
параметрів системи напротилежні, системане обов'язково
прийдедопочатковогостану.
Відкриття того, що прості нелінійні моделі можуть
демонструватискладнуйхаотичнудинаміку, підштовхнулодеяких
економістів до того, щоб зацікавитися ще одним напрямком
«нелінійної науки» – терієюхаосу. Типові характерні рисипоняття
хаос:
нелінійність (якщо процес лінійний, то він не може бути
хаотичним);
детермінізм (воснові явищахаосулежать детерміновані, а
неймовірнісні, правила);
чутливість допочатковихумов (малазмінав початковому
стані системи може привести до радикально іншої
поведінкивкінцевомустані);
стійка нерегулярність (хаотичне явище характеризується
прихованимпорядком, щовключаєвеликуабонескінченну
кількість нестійких періодичних проявів; цей прихований
порядок формує інфраструктуру системи: хаотичний
(дивний) атрактор; динаміка в хаотичному атракторі –
ергодична).
5.5 Якіснийаналізсоціально-економічнихсистем
Поведінка складних соціально-економічних систем
супроводжується не тільки кількісними, але й якісними змінами.
Якістьхарактеризуєціліснунерозчленованувизначеністьпредметів
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і явищ. Структура – це категорія, що характеризує розподіл
взаємодії впросторі елементів, предметіві явищ, програмуїхнього
розвитку. Важлива особливість структури – цілісно-якісна




кількісних, якісних і структурних категорій системи. Кількісні
зміни– цезбільшенняабозменшенняскладовихчастинцілого, що
виражаєтьсязбільшеннямабозменшеннямїхчисловихзначень, які
призводять зарахуноксвоєї змінидоякісногострибка. Структурні
зміни – це зміни складових частин, які зовсім не обов'язково
повинні супроводжуватися збільшенням або зменшенням їхньої
кількості. Навпаки, кількість складових частин може залишатися
незмінною. Однак, структурні зміни такожможуть призводити до
якісногострибка. Такимчином, можнавважати, щояккількісні, так
і структурні змінивідіграютьпричиннурольуякіснихзмінах.
Якісні зміни – матеріальні процеси, які певним чином
пов'язані з кількісними характеристиками матерії та енергії.
Механізмиякіснихзмін:
1. Першзавсе предмети таявищаможуть змінювати свою
якість за рахунок кількісного додавання матерії та енергії в
результаті взаємодії із зовнішнім середовищем. В економіці,
наприклад, можна встановити залежність структури системи від
кількості робочої сили та розміру основних фондів. На деякому
визначеномурівні системастаєнеосяжноютавідбуваєтьсярозпад
структури(наприкладвиділеннягазової промисловості ізнафтової).
Якісні зміни в системі можуть відбуватися також у результаті
перерозподілу(безпорушеннябалансу) енергії таматерії всередині
самої системи. Наприклад, в замкнених економічних системах
спостерігаєтьсятенденціядомаксимізації певної цільової функції,
якаможерозглядатисяяканалогфізичної ентропії. Всеце, врешті-
решт, призводитьдонової якості системи.
2. Якісні змінисистемиможутьбутирезультатомзміниякості
підсистем (елементів), що складають структуру системи. В




Закон розвитку систем – деякий спосіб виразу стійкості
зв'язків і відносинміжпредметами таявищами, атакожстійкості
структури (організації) самих цих предметів і явищ. Іншими
словами, закон виражає собою не тільки порядок перетворень
предметів і явищупроцесі їхньогорозвитку, алейспосіб їхнього
існування, характер їхньої внутрішньої організації.
Застосуванняякісної теорії доаналізудинамічнихсистемпри
вивченні соціально-економічних явищ та процесів є вкрай
важливим аспектом аналізу та розуміння складних економічних
явищ. Динамічнаеконономічнасистемаєматематичнимоб'єктом,
щовідповідаєреальнійекономічнійсистемі, еволюціяякої вчасі на
будь-якому часовому інтервалі однозначно визначається
початковим станом. Таким математичним об'єктом може бути
система диференційних рівнянь. Еволюцію динамічної системи
можна спостерігати в просторі станів системи. Диференційні
рівняння розв'язуються аналітично в явному вигляді вкрай рідко.
Використання комп'ютерних засобів дає наближений розв'язок
диференційних рівнянь наскінченному часовому відрізку, що не
дозволяє зрозуміти поведінку фазових траєкторій в цілому. Тому
важливу роль набувають методи якісного дослідження
диференціальнихрівнянь.
Відповідь напитанняпро те, які режими поведінкиможуть
бути встановлені в даній системі, можнаотримати з так званого
фазового портрета системи – сукупності всіх її траєкторій,
зображенихупросторі фазовихзмінних(фазовомупросторі). Серед
цих траєкторій є деяке число основних, які і визначають якісні
властивості системи. До них належать, перш за все, точки
рівноваги, що відповідають стаціонарним режимам системи, і
замкнені траєкторії (граничні цикли), що відповідають режимам
періодичнихколивань. Чибудережимстійкийчині, можнасудити
за поведінкою сусідніх траєкторій: стійка рівновага або цикл
притягуєвсі близькі траєкторії, нестійкавідштовхуєхочаб деякі з
них.
Таким чином, фазова площина, розбита на траєкторії, дає
легкоосяжний "портрет" динамічної системи, вонадаєможливість
відразу, однимпоглядомохопитивсюсукупність рухів, які можуть
виникнутиприрізнихпочатковихумовах.
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Завдання якісногометоду – одержання якісного результату,
тобто характерних рис усього явища відразу та, частково, –
прогнозуванняявища. Математичначастинаякісногодослідження
системи полягає у порівнянні фазового портрету з реальними
соціально-економічними процесами або об'єктами разом із
проведенням аналізу. При цьому немає необхідності проводити
повний якісний аналіз існуючих систем рівнянь, оскільки якості
реального економічного об'єкта накладають обмеження як на
фазовийрозв'язок, такі нарівняння. В деякихвипадкахвиявляється
достатнімлишевизначенняобласті стійкості, станурівновагитаїх
економічної інтерпретації.
Спираючись на якісний аналіз диференційного рівняння за
допомогою фазового графіка та не розв'язуючи його, можна
отримати досить глибоке розуміння поведінки його розв'язків.
Наприклад, якщо маємо початкову умову, то можна сказати, як
розв'язок буде поводитись із плином часу (зростати чи спадати),
або, наприклад, доякогозначеннявінбудезбігатися.
Такий аналіз є дуже важливим, оскільки в реальності в




Якщо відійти від суто математичних аспектів проведення
якісного аналізу динамічних систем, то можна побачити іншу
сторонуякісногоаналізусоціально-економічнихявищтапроцесів,
щополягаєувизначенні основнихчинників, параметрів, суб'єктів
таоб'єктівекономічної системиі підтримкиприйняттявідповідних
управлінськихрішень. Аджеякіснийаналіз соціально-економічних
систем та процесів є досить складним. Він вимагає ґрунтовних
знань, досвідутаінтуїції упевнійсфері економічної діяльності.
Пропонується така процедура (алгоритм) якісного аналізу
соціально-економічнихсистем:
66
З точки зору управління складними економічними системами,
якісний аналіз соціально-економічних явищтапроцесів маєдекілька
аспектів. Перший аспект пов'язаний з необхідністю порівнювати
очікувані позитивні результати з можливими економічними,
соціальнимитаіншимияксьогоднішніми, такімайбутніми,наслідками.
Другий аспект пов'язаний з виявленням впливу рішень, які
приймаються в умовах невизначеності, на інтереси суб'єктів
економічного життя. Без урахування інтересів (зацікавленості)
неможливіреальніякісніперетвореннявсоціально-економічномужитті.
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Тема6.Нелінійні динамічні моделі економічнихсистем.
МодельСолоу
1. Модель Солоу як приклад односекторної моделі економіки.
Припущення моделі. Модель Солоу з абсолютними показниками.
2. Модель Солоу з відносними показниками. Перехідний режим у
моделі Солоу.
3. "Золоте правило" накопичення Солоу. Теорема про магістраль.




яка була розроблена в 50-60-х рр. минулого століття лауреатом
Нобелівської премії Робертом-Мертоном Солоу. Ця модель дає
змогудослідити, якосновні чинникивиробництва– праця, капітал,
технологічні зміни – впливають надинаміку обсягу виробництва,
колиекономічнасистемаперебуваєурівноважномусталомустані.
Перевагою моделі Солоу є розмежування цих чинників і
поступове дослідження впливу кожного з них на процес
довгостроковогозростаннянаціональногодоходу.
З огляду на значну складність нелінійних моделей
макроекономіки для вивчення довготермінових тенденцій і
чинників розвитку (трансформації) економіки часто
використовуються малосекторні нелінійні моделі. Невелика
кількість секторів дозволяєаналітичноподати і проаналізуватина
моделі розвиток економіки з адекватнимурахуваннямнелінійних
залежностейобсягіввипускусекторіввідобсягівресурсівзарізних
значень екзогеннихпараметрів і напідставі цьогоотриматидеяку
узагальненукартинуекономічногозростання. Так, зокрема, модель
Солоу є односекторною моделлю економічного розвитку. У цій
моделі економічна система розглядається як єдине ціле,
виробляючи лише один узагальнений продукт, котрий може і
споживатись, і інвестуватись. Модель досить адекватновідображає
найважливіші макроекономічні аспекти процесу відтворення.
Експорттаімпортуявномувигляді невраховуються.
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Окрімцього, вмоделіфігуруютьтакі екзогенні показники:
ν – річнийтемпприростучисельності зайнятих,
μ – часткавибулихпротягомрокуосновнихвиробничихфондів,
а – коефіцієнт прямих витрат (часткапроміжного продукту у
ВВП),
ρ – норманакопичення(часткаваловихінвестиційуВВП).
Робиться припущення, що ендогенні змінні змінюються з
часом. Екзогенні змінні вважаються постійними. Вважається, що
норманакопиченняєкеруючимпараметром. Час t єнеперервнимі
вимірюється в роках. Робиться припущення, що річний випуск у
коженмоментчасувизначаєтьсялінійно-однорідноюнеокласичною
виробничоюфункцієювіддвохзмінних(ресурсів) К таL :
X=F(К, L ).
Темпприростучисельності зайнятих:
, або . Звідки .
Зношеність фондів та інвестиції з розрахунку на рік
дорівнюють μК та I відповідно, апротягомчасу – відповідно
μК , I , тому приріст фондів упродовж цього часу:
, звідкиотримаємодиференційнерівняння:
.
Оскільки проміжний продукт становить аХ , то валовий
внутрішнійпродуктдорівнює(1–а )Х .
Інвестиції становлять:




Отримаємо таку модель Солоу з абсолютними
показниками:
.






– фондоозброєність; – суспільна продуктивність
праці; – питомі інвестиції (наодного зайнятого); –
середньодушовеспоживання(наодногозайнятого).




Кожен абсолютний чи відносний показник змінюється з
часом, тобто можна вести мову про траєкторію системи з
абсолютними чи відносними показниками. Траєкторіюназивають
стаціонарною, якщопоказникинезмінюютьсязчасом:
k = k 0 = const, х = х 0 = const, i = i0 = const, c = c0 = const.
Як неважко помітити, встановлення фондоозброєності на





ОскількифункціяF(K, L) – неокласична, тоf (0) = 0, f' > 0,
f" < 0.
Нехайk 0 – стаціонарнийрівеньфондоозброєності, – рівень
фондоозброєності, при якому швидкості зростання функцій
і є рівними, тобто – корінь
рівняння:
.
Перехідний режим у моделі Солоу.
Якщо k0 = k0, то економікавже перебуває настаціонарній
траєкторії і може зійти з неї лише за зміни зовнішніх умов
(встановленняіншогозначеннянорминакопиченнячипереходудо
нових технологій, що супроводжується зміноюфункції F(K, L)).
Якщо k0 ≠ k0, тов економіці відбуватиметьсяперехідний процес,
який (гіпотетично) завершиться встановленням стаціонарного
режиму.
Маємо три типи перехідного процесу стосовно
фондоозброєності:
1. якщо k0 < k0 – спочатку має місце прискорене зростання
фондоозброєності, яке після досягнення значення
змінюєтьсясповільненимзростанням;
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2. якщо < k0 < k0 – сповільненезростанняфондоозброєності;
3. якщо k0 > k0 – сповільнене зниження фондоозброєності
(«проїдання» фондів).
Нарис. 15 показані усі тритипипереходуфондоозброєності
до стаціонарного значення k0 (криві 1–3 відповідно). Аналогічно
змінюєтьсяй рештавідноснихпоказників (х, і , с), оскільки вони
пропорційні доk0.
Рис. 15. Типипереходудостаціонарногостану
Якщо < k0 < k0, то має місце досить короткотривалий
перехідний процес. Тобто теоретично перехідний процес
закінчується через нескінченно великий проміжок часу, але




Сутність «золотого» правила нагромадження в моделі Солоу
полягає в тому, що, обираючи належним чином норму
нагромадження, можнамаксимізуватисередньодушовеспоживання
в стаціонарному режимі, а отже, і через відносно невеликий
проміжок часу після поточного перехідного процесу. Найбільше
середньодушове споживання досягатиметься тоді, коли ,
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тобто норма нагромадження повинна дорівнювати еластичності
випускузафондами.
Пропорції суспільного відтворення, при яких фонд
споживаннянаодиницювитраченої робочої сили (можнасказати,
оплата одиниці робочої сили) максимальний, задаються умовою




Процес суспільного відтворення, пропорції якого
відповідають «золотомуправилу» Солоу, уматематичнійекономіці
називають магістраллю. Це можна інтерпретувати таким чином.
Якщо вважати, що в економіці діють ринкові механізми
регулювання, товкожниймоментчасунамагістралі виконуються
умови рівноваги на ринках. Еволюціонуючи на магістралі,
економікамайженеперервнопереходитьзодногостанурівновагив
інший. Проте питаннячиможуть ринкові механізми регулювання
зрушитиструктуруекономікидопропорційзростанняпомагістралі
– залишаєтьсявідкритим.
Головний результат теорії економічного зростання
називається теоремою про магістраль. На якісному рівні цей
результатформулюєтьсятак: можнапо-різномувизначатикритерії
якості траєкторій розвитку економіки, але навеликих проміжках
часу оптимальне зростання практично збігається з магістраллю.
Отже, магістраль можна вважати деякою "динамічною"




Для подальшого розвитку моделі Р. Солоу по черзі
знімаються дваобмеження: незмінність чисельності населення та
його зайнятої частини (їх динаміка передбачається однаковою) і
відсутністьтехнічногопрогресу.
Припустимо, щочисельність населення зростає з постійним
темпом п. Це новий чинник, що впливає разом з інвестиціями і
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витратами нафондоозброєність. Зростання населення, аналогічно
до витрат, знижує фондоозброєність, хоча й інакше – не через
зменшення готівкового запасу капіталу, ашляхомрозподілу його
міжзбільшенимчисломзайнятих. В данихумовахнеобхіднотакий
обсяг інвестицій, якийне тільки б покриввибуттякапіталу, але й
дозволив би забезпечити капіталом нових працівників в
попередньому обсязі. Добуток пk показує, скільки потрібно
додаткового капіталу з розрахунку на одного зайнятого, щоб
капіталоозброєність "нових" працівниківбуланатомужрівні, щоі
"старих".
У стійкому стані економіки капітал і випуск на одного
зайнятого, тобто фондоозброєність (k) і продуктивність праці (х)
залишаються незмінними. Та щоб фондоозброєність залишалася





Проте, із збільшеннямтемпузростаннячисельності населення
зростає кутовий коефіцієнт кривої, що призводить до зменшення
рівноважногорівняфондоозброєності, отже, допадіння.
Обліквмоделі Р. Солоутехнічного(технологічного) прогресу
видозмінюєвихідну виробничу функцію. Передбачається, щомає
місце працезберігаюча форма технологічного прогресу. Тоді
виробничафункціябудепредставленаяк
,
деК – загальнийобсягкапіталу; LE – чисельністьумовниходиниць
праці зпостійноюефективністюk.
Чим вища ефективність праці, тим більше продукції може
бути вироблено певноюкількістюпрацівників. Пропонується, що
технологічний прогрес здійснюється шляхом зростання
ефективності праці з постійнимтемпомg. Зростанняефективності
праці тут збігається із зростанням чисельності зайнятих. Якщо
чисельність зайнятих (L) зростаєз темпомп, аефективність праці
(Е) зростаєзтемпомg, тоLE будезбільшуватисязтемпом
п + g.
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Включення технічного (технологічного) прогресу дещо
змінює і аналіз стану стійкої рівноваги, хоча хід міркувань
зберігається. Якщовизначити k' яккількість капіталуврозрахунку
наодиницюпраці зпостійноюефективністю, то
, ,
тобто, результати зростання ефективниходиниць праці аналогічні
до зростання чисельності зайнятих (збільшення кількості одиниць
праці з постійною ефективністю знижує величину капіталу, що
припадаєнаоднутакуодиницю). У стані стійкої рівноваги рівень
фондоозброєності врівноважує, з одногобоку, впливінвестицій,
що підвищують фондоозброєність, а з іншого – вплив видатків,
росту числа зайнятих та технологічного прогресу, що знижують
рівенькапіталуврозрахункунаефективнуодиницюпраці:
.
У стійкому стані при наявності технологічного прогресу
загальнийобсягкапіталу(К) і випуску(Х) будутьростизтемпом
(п + g). Але, навідміну від випадку зростання населення, тепер
будуть рости з темпом g фондоозброєність (k) і випуск з
розрахунку наодного зайнятого. Останнєможе служити основою
для підвищення добробуту населення. Технологічний прогрес в
моделі Солоу – єдинаумованеперервногозростання рівняжиття,
оскільки лише зайогонаявності спостерігається стійке зростання
виробництванадушунаселення(х).
Такимчином, вмоделі Солоузнайденопоясненнямеханізму
неперервного економічного зростання в режимі рівноваги при
повнійзайнятості ресурсів.
Як відомо, в кейнсіанських моделях норма заощадження
задавалася екзогенно і визначала величину рівноважного темпу
зростання доходу. У неокласичній моделі Р. Солоу при будь-якій
нормі заощадження ринкова економіка прагне до відповідного
стійкого рівня фондоозброєності ( ) і збалансованого зростання,
колидохіді капіталзростаютьзтемпом(і + g).
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Тема7.Модельтрисекторної економіки
Агреговані моделі економіки використовують для аналізу
основних тенденцій розвитку економіки протягом тривалого
періоду: п’яти, десяти, двадцятироків. У такихмоделяхекономіка
описується за допомогоюневеликої кількості показників. У разі





Справді, коли йдеться про опис економіки країни з
урахуваннямїї багатогалузевої структури, доводитьсяпрогнозувати
можливості зміни технології виробництва та відповідні зміни у
споживанні сировини і енергії. Тому, будуючи моделі
довгострокового аналізу, намагаються використовувати в них
щонайменшевхідної інформації.
Розглянемо одну з найбільш агрегованих моделей –




– другийсектор, вякомувиробляютьсяспоживчі товари.
Донульового (матеріального) сектору відносять такі галузі:
добувнупромисловість, електроенергетику, нафтопереробнугалузь,
металургію, промисловухіміютощо.
Допершого (виробничого) сектору – машинобудівнугалузь,
металообробку, промисловебудівництво.
До другого (споживчого) сектору – переробку сільсько-
господарської продукції, легку та харчову промисловість,
деревообробку, побутовухімію, пасажирськийтранспорт, торгівлю
предметамиспоживання, громадськийзв’язоктощо.
Виробничі можливості кожного із секторів задаються у
вигляді неокласичнихвиробничихфункцій:
,
де Yі, Kі, Lі — випуск, основні фонди та кількість зайнятих у
відповіднихсекторах.
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Стан економіки в моделі Солоу задається ендогенними
змінними, до яких належать: Y – валовий внутрішній продукт
(ВВП); C – фонд невиробничого споживання; I – інвестиції; L –
кількістьзайнятих; K – фонди(капітал).
Окрімцього в моделі застосовуються такі екзогенні змінні:
 – річнийтемпприростузайнятих(–1 <  < 1); і – часткавибулих
протягом року виробничих фондів (0 <  < 1);  – норма
нагромадження(часткаваловихінвестиційуВВП, 0 <  < 1).
Графічнумодельтрисекторної економікинаведенонарис. 16.
Рис. 16. Модельтрисекторної економіки
Таким чином, використовуючи основні передумови моделі
Солоу, можнаотриматитрисекторнумодельекономіки:
(кількістьзайнятих);
L0 + L1 + L2 = L (розподілтих, хтопрацюєзасекторами);
динамікапродукції:
Y1 = I0 + I1 + I2 (розподілпродукції першогосектору);





деі = Li/L – частказайнятихувідповіднихсекторах;




деyi = Yi/L – продуктивність і-госектора, тобтовипускпродукції
і-готипунаодногозайнятоговекономіці, причомуyi = i fi (ki).
В цій моделі параметри а0, а1, а2, 0, 1, 2 ендогенні, що
вважаютьсясталими, а0, 1, 2, s0, s1, s2 – параметриуправління.
Тема8.Стохастичні моделі економічної динаміки
1. Формалізація стохастичних динамічних моделей.
2. Приклад мультиплікативної стохастичної моделі динаміки
фінансового ресурсу.
8.1 Формалізаціястохастичнихдинамічнихмоделей
Стохастична модель економічної системи чи процесу
відображає зв'язки між вимірними величинами (залежності
ендогенних змінних від низки інших ендогенних змінних і/чи
екзогенних змінних), причому хоча б деякі з цих зв'язків мають
імовірніснийхарактер і/чи хочаб деякі з величин євипадковими.
Самі зв'язки формалізуються як рівняння, нерівності чи умови
оптимізації функцій ендогенних змінних. Стохастичні моделі
економічної динаміки враховують випадковість таневизначеність,
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що притаманні динамічним економічнимпроцесам тасистемам і
дозволяють більш адекватно описати існуючі складні економічні
явища та процеси. Появі стохастичних моделей сприяло
нагромадження статистичних даних, що дало дослідникам
можливість працюватине лише з абстрактнимимоделями, але й з
реальними параметрами і результатами економічних процесів.
З'явиласьможливістьнетількикорегуватитеоретичні моделі, алей





моделі, що краще відображають реальні явища та процеси в
економіці. Розглянемо, наприклад, перехід від функціонального
рівняння до стохастичного на прикладі макроекономічної моделі
неокласиків. Динамічна функція сукупного попиту має такий
вигляд:
,
де – обсяги сукупного попиту за поточний таминулий
періодивідповідно; – незалежнийвідреальнихдоходівпопитна
блага, включаючи державні витрати; – темп приросту цін у
період t; – очікуваний темп приросту цін у період t;
– темп приросту грошової маси; –
коефіцієнти.
В моделі нових класиків припускається, що економічні
суб'єкти приймають рішення про обсяги сукупного попиту та
сукупної пропозиції на основі прогнозу цін у відповідності до
концепції раціональних очікувань. В результаті модель стає






Стохастичні моделі економічної динаміки часто
передбачають використаннярегресійнихрівнянь длямоделювання
відповідних економічних процесів. Генерація стохастичних
регресійних рівнянь здійснюється на основі часових рядів за
допомогою класичного методу найменших квадратів і
автокореляційної функції першого порядку, поряд з іншими
використовуютьсялагові тафіктивні змінні.
Стохастичні динамічні моделі досить вдало
використовуютьсядляопису тамоделюванняфінансовихпотоків.
Розглянемо основні положення стохастичного моделювання
фінансових потоків на прикладі деякої фінансової установи,
наприклад, банку.
Як зовнішні умови, щовпливають надіяльність фінансової
інституції (наприклад, комерційного банку), так і процеси, що
розвиваютьсяусамійфінансовійустанові, єрезультатомскладної і
неоднозначної взаємодії багатьох чинників, причин, залежностей,
багато з яких має випадкову (ймовірнісну) і/чи нечітку
(розпливчасту) природу. Наслідком цього є те, що робота
фінансової установи значноюміроюобтяженаневизначеністюта
зумовленимнеюризиком.
Поточнийстанбанку (чиіншої фінансової інституції), можна
описатизадопомогоювекторахарактеристик: . Стан
окремогоj-горесурсуототожнюєтьсяздеякимелементоммножини
невід'ємних дійсних чисел, а стан банку загалом можна подати
деякою точкою n-вимірного евклідового простору. Можуть
створюватися також певні похідні (вторинні) характеристики
, що є функцією від вектора х: . Для
врахування чинника часу потрібно задати деяку множину Т,
елементи котрої t є Т називають моментами часу. Стан банку
загалом – це значення векторної функції часу:
, а траєкторія системи – деяка
крива (гіперповерхня) в n-вимірному просторі. Динаміка банку в
цілому може бути описана за допомогоювекторного ресурсного
потоку , який задаєвектор швидкості зміни
стану досліджуваногооб'єктав просторі. Формуєтьсямодель, яка
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ґрунтуєтьсянавідображенні банкуяксистеми (вектора) первинних
ресурснихпотоків:
, .
Часто виникає необхідність у переході від «точкового»
подання до «інтегрального» опису поводження j-ї характеристики
напевному заданому інтервалі часу . Для цього
вводиться поняття середнього значення характеристики (j-ї
компоненти вектора стану) на інтервалі :




поданні часових інтервалів, не повною мірою відповідають
процесам, які реалізуються на практиці. Для переходу від
неперервногочасудодискретного, щоадекватнішевраховуєумови
діяльності фінансово-економічнихінститутів, можевикористовува-
тися модель Хікса. Згідно з цієюконцепцієюскінченний відрізок
часу , впродовж якого спостерігається функціонування




Отже, отримуємо дискретний «економічний» час , що
набуваєзначення 0,1, ..., к, ..., К. Із впровадженнямдискретного
часувідбуваєтьсяфіксаціявідносноньогомоментіввекторівстану:
та векторів ресурсних потоків:
.
Наступний крок у процесі вдосконалення розглядуваного
класу моделей – урахування в них чинників невизначеності. Під
випадковим(стохастичним) процесом(випадковоюфункцієючасу)
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розуміють функцію х(t), котраможе мати ту чи іншу конкретну
реалізацію (траєкторію) з деякої фіксованої множини можливих
траєкторій.
Отже, в умовах невизначеності моделлю динаміки стану
економіки може виступати векторний випадковий процес
, кожна компонента якого описує
стохастичну динаміку j-ї характеристики (ресурсу) економіки.
Аналогічно чинник невизначеності, наявний у системі ресурсних
потоків, можнаописати уформалізованомувигляді задопомогою
векторноговипадковогопроцесу:
, .
Дослідження, спрямовані на змістовний аналіз





Пропонована модель ґрунтується на гіпотезі щодо
можливості відстеження обсягу досліджуваного ресурсу через
дискретні рівновеликі проміжки часу t. Позначимо через хt обсяг
ресурсу в момент часу t, а х0 – обсяг у початковий момент часу
(припустимо, що х0 > 0). Припустимо також, що перехід обсягу
ресурсу, якийвизначаєтьсядійснимчисломхt-1 > 0 умоментчасу t
= і – 1 доресурсуобсягомхt > 0, щовідповідаємоментучасу t = і,
можнаописатиспіввідношенням , де – невід'ємний
коефіцієнтелементарногопереходувідхt-1 дохt , . Тоді
.
У частковому випадку, коли всі коефіцієнти елементарних




що вказує наекспоненційну залежність обсягу ресурсу від часу.
Тому , якщо і , якщо .
Якщо значення спостережень інтерпретувати як
реалізації випадкових величин , то отримаємо таку
стохастичну мультиплікативну модель динаміки ресурсу з
дискретнимчасом:
,
де – випадковавеличинаобсягуресурсувмомент t = n.
Припустимо, що всі випадкові коефіцієнти елементарних
переходів є незалежними і кожен з них має логарифмічно-
нормальний закон розподілу ( ), де –
відповідно математичне сподівання та дисперсія логнормально









Очевидно, що в цьому разі коефіцієнти також мають






Отримаємотакожвираздлявипадкової величини : .
Дляпрогнозуванняобсягуресурсунамоментчасуt=n можна
використатиматематичнесподівання випадкової величини :
.





Щодоможливих значень прогнозованої величини ресурсу в
момент t=n коефіцієнт обирається так, щоб забезпечити
задану ймовірність попадання значень випадкової величини
ресурсу у відрізок або ймовірність
(ризик) того, щовипадковавеличина сягне замежі
вказаноговідрізка.
Побудованамультиплікативнастохастичнамодель визначає
достатню точність прогнозів на обмежений часовий період
прогнозування, що характеризується незмінністю умов. Звідси
випливає актуальність задачі щодо розроблення методів
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оперативноготаефективноговизначеннямоментузміничинників,
які впливаютьнадинамікуресурсу (моментзмінизначень ).
Вонаможебутирозв'язанаіз врахуваннямрезультатівмоніторингу
(постійного відстежування) значень математичного сподівання
та дисперсії випадкових коефіцієнтів
елементарного переходу , . Розв'язання описаної
задачі отримало назву моніторингу стохастичної динаміки




допустимі технології підприємств, а також відповідні правила
прийняття рішень трактуються як відображення «режимів»
(розпорядків, заведенихпорядків, рутин), які історичносклалисяна
даний момент часу та якими керуються фірми. Застосовувані
фірмами (підприємствами) правила прийняття рішень утворюють
базиснуробочуконцепціюеволюційної теорії.
Розрізняютьтрикласи«режимів».
Перший пов'язанийз тим, щоробитьфірмавкожниймомент
часузазаданогопаркуобладнаннятаіншихчинниківвиробництва,
обсяг котрих неможливо легко збільшити протягом короткого
терміну. Ці «режими», що управляють короткотерміновою
поведінкою, називають«функціональнимихарактеристиками».
Другий – множина «режимів» – визначає стратегію та
необхідність збільшення чи зменшення основного капіталу фірми
від одного періоду до другого. Вважається, що фактична
інвестиційна поведінка здійснюється згідно з деяким
прогнозованим зразком, що суттєво відрізняється від періоду до
періоду. Яке саме рішення буде прийнято, ймовірно, суттєво
залежитьвідспіввідношенняміжобсягамиінвестиційногопроектуі
результатами поточної господарської діяльності фірми. В
еволюційній теорії цей спектр реалістичних можливостей
відповідає діапазону, в котрому варіюється роль елементів
випадковості у формалізації процесу прийняття інвестиційних
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рішень. Правило інвестування налаштоване на рентабельність
фірмизурахуваннямдопустимогоступеняризику.
Третій – це «режими», діякотрихз плиномчасумодифікує
різні аспектифункціональниххарактеристикфірм. Маєтьсянаувазі
перегляд того, чим займається фірма, і навіть радикальна зміна
діяльності фірми, її призначення.
Ці, керовані «режимами», процеси зміни «режимів»
моделюються як «пошук». Тактика пошуку характеризується
заданням розподілу ймовірностей того, що буде знайдено в
результаті пошукуякфункціявіднизкизмінних, які, усвоючергу,
можутьбутифункціямивідрозмірівфірми.
Головні інтереси еволюційної теорії пов'язані з динамічним
процесом, задопомогоюякогоспільновизначаютьсязчасомзразки
поведінкифірмі наслідкитакої поведінкидляпевногоринку.
Пош у к і в і д б і р є двома одночасно наявними і
взаємодіючими компонентами еволюційногопроцесу економічних
змін. Підспільнимвпливомпошукуйвідборуфірмирозвиваються
з часом, одночасно ситуація в галузі в кожний період має в собі
зародкиситуації, щореалізуєтьсявнійунаступномуперіоді.
Ілюстрацією моделі економічних змін може бути
ч а с т к о в а м о д е л ь е к о н о м і ч н о г о в і д б о р у . Розглянемо
відбір з двохрізнихвидів «режимів». Один з них – «технологія»,
котрузастосовуєфірма. Другий– «правилоприйняттярішень», яке
визначаєкоефіцієнтвикористаннявиробничихпотужностей(рівень
випуску).
Маємо деяку (гіпотетичну) галузь, яка випускає один
однорідний продукт. У всіх фірмах галузі наявна одна й та ж
множина технологічних альтернатив (перший «режим»)
виробництва їхнього продукту. Усі можливі технології
характеризуються постійними коефіцієнтами витрат і постійним
ефектоммасштабу. В усіхтехнологіяходнаковимєспіввідношення




Другий «режим», що його використовує фірма, — правило




де Р і с – відповідно ціна продукту і змінні питомі витрати
виробництва, q, к – відповідно випуск і капітал (виробничі
потужності).
Припустимо, щофункція – неперервна, монотонноне
спадна, додатна за достатньо великих значень аргументу та
задовольняєнерівність0 < < 1 .
Правиловикористанняпотужностейможнаінтерпретуватияк
таке, щохарактеризуєпоказник прибутку у відсоткахдо змінних
витрат, який є необхідним для того, щоб стимулювати фірму
відповіднимчиномдіятизарізнихрівніввикористаннявиробничих
потужностей.
Припускається гіпотеза, що чинники виробництва, які
постачаються в галузь, є абсолютно еластичними, ціни всіх
чинників додатні і постійні навсьому проміжку часу здійснення
аналізу. Отже, всі технології можна охарактеризувати і
впорядкуватизгіднозі зміннимипитомимивитратамивиробництва.
Забудь-якої технології загальні питомі витративиробництва
перебувають у обернено-пропорційній залежності від рівня
використання виробничих потужностей. Припустимо, що існує
єдина найкраща технологія із змінними питомими витратами




обсягу випуску. Ця функція є визначеною для всіх невід'ємних
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обсягіввипуску. Припускається, щоколизагальнийобсягвипуску
галузі досить малий, то деяка технологія і деяке правило
використання виробничих потужностей принесуть додатний
прибуток. Якщо ж випуск галузі є досить великим, то жодна
суперпозиція технологій і правил використання потужностей не
будеприбутковою.
Формально системуможнаохарактеризувати так. Нехай усі
виробничі потужності використовують на фірмах однакову
технологіюі функціонують згідно з однаковими правиламищодо
використанняпотужностей. Тоді стандеякоїфірми i , i = 1 , . . . ,M
можнаохарактеризувати змінними: c i t , a i t , k i t , де c i t – змінні
питомі витрати i-ї фірми в період t ; a i t – функція, що
характеризуєвпливвідношенняціни продуктудопитомихвитрат
виробництва i-ї фірмивперіод t ; k i t – виробничі потужності i-ї
фірмивперіод t . СтанусіхМ фірмуперіод t (загалом) визначає
короткотерміновуфункціюпропозиції дляцьогоперіоду ( t ) :
.
Разоміз функцієюпопиту вонавизначає P t і q t
для короткотермінового періоду. Наведені вище припущення
стосовно h(• ) та a i t ( • ) гарантують, що така короткотермінова
рівновага завжди існує. Прибуток фірми i за період часу t
дорівнює:
,
деr – капітальні послуги.
Зрозуміло, що коли існує рівновага, то за такої рівноваги
максимізація прибутку вимагає, щоб усі функціонуючі фірми
застосовували технологію з найнижчими питомими витратами.
Тому, для всіх фірм, у яких , , щоб прибуток був
невід'ємним, рівноважна ціна має бути більшою, ніж деяке
задане . У цьомувипадкуприбутокбудемаксимізуватисязгідноз
такимправиломщодовизначенняобсягувипуску, котре потребує
повноговикористаннявиробничихпотужностейзаумови, що P =
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. Рівноважна ціна має дорівнювати = +r , в іншому
випадку у фірми з'явиться стимул змінити міру використання
потужностей.
Припущеннящодофункції попитугарантуєіснуваннятакого
q * , щоh( q * ) = +r . Церівноважні випускі цінивідповідно.
Робиться також таке припущеннящодо інвестицій. Якщо у
фірм з додатнимосновнимкапіталомприбуток – нульовий, то й
інвестиції єнульовими. Розширенняфірм, щовилучають додатний
прибуток, має ймовірнісний характер. Імовірність зменшення для
нихдорівнюєнулеві. З додатноюймовірністювонидолучають до
свого парку ще одну машину. В той же час існує ненульова
ймовірність щодо скорочення наявних фірм, які мають від'ємний
прибуток. Вони, безумовно, нерозширюються. Фірми– потенційні
конкуренти, котрі мають ненульовий постійний капітал і додатну
ймовірність увійти в галузь тільки з однією машиною, а пара
«режимів», які вони планують впровадити у практику, може
принестиїмдодатнийприбутокзаціниP t .
Потенційні конкуренти, що планують пару «режимів», які
принесутьнульовийчивід'ємнийприбуток, угалузь невступають.
Перелічені альтернативиформальноможнаподатитакимчином:
в існуючих фірмах, які залишаться зі своїм капіталом:
;
в існуючих фірмах, які вилучають додатний прибуток:
зймовірністю
в існуючихфірмах, які мають від’ємнийприбуток (збитки):
, дехарактеристикирозподілувипадкової величини
вважаютьсявідомими( );
у потенційних конкурентів, які планують «режими», котрі
принесуть їм додатний прибуток: kt+1 = 0 або 1, де ці обидва
випадки(0 чи1) маютьненульовуймовірність;
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у потенційних конкурентів, які планують «режими», за
котрихвониукращомуразі залишатьсязі своїмкапіталом: kt+1 = 0.
Гранню, якарізковідмежовуєеволюційнімоделі економічних
змін від традиційних (ортодоксальних), є те, що фірмам не
нав’язується здатність одночасно і одномоментно розглядати
велику кількість альтернативних рішень. Пошук проводиться
навмання. Обираютьсятакі гіпотезищодопошуку.
По-перше, результат пошуку заумови, щофірмаведе його
активно, визначається в термінах імовірнісного розподілу
«режимів», які будуть знайдені в процесі пошуку чи напідставі,
можливо, вжеіснуючихуфірми«режимів».
По-друге, віддаючиперевагуцим, ужеіснуючим«режимам»,
визнаємоненульову ймовірність того, щов процесі пошуку буде
віднайдена будь-яка інша пара «технологія–правило прийняття
рішень».
По-третє, існує ненульова ймовірність того, що фірма не
відшукаєнових«режимів» і тимсамимзанеобхідності збережесвої
вжеіснуючі «режими».
У якихвипадкахіснуєпошук? Фірмиповинні доситьактивно
займатисяпошуком. З іншогобоку, пошук не маєбути настільки
активним, щоб він міг змусити систему відійти від того стану,
котрийупростому(ортодоксальному) випадкубувбирівноважним.
Припускається, щофірми, які маютьдодатні потужності, взагалі не
займаютьсяпошуком, якщовонивилучаютьневід’ємнийприбуток.
Потенційні конкуренти, що прагнуть увійти в галузь (фірми з
нульовими виробничими потужностями), вважаються такими, що
перебувають завждиустані пошуку, алеколивходять угалузь, то
повинні мати такі «режими», що вже пройшли тест на
рентабельність.
В контексті описаної модельної концепції в еволюційній
теорії економічнихзмінвизначають статичнуселекційнурівновагу
як ситуацію, в якій стан усіх наявних у галузі фірм залишається
незмінним, а перелік наявних фірм також не змінюється.
Припущеннящодопошуку гарантують, щораночипізноякась із
фірм – якщо не існуюча, то потенційний конкурент – відшукає
дещо ліпшу технологію та краще правило використання
виробничих потужностей, щоб вилучити невід’ємний прибуток.
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Якщо ця пара «режимів» буде знайдена, аця фірмавже діялав
галузі, товонарозшириться, аякщоцепотенційнийконкурент, то
він увійде в ринок. А заціни +r зі своїмінтересомзалишаться
лише фірми з відносно кращими технологіями й правилами
прийняттярішень, щовимагаєповноговикористанняпотужностей
зацієї ціни; жодназфірмнезможездійснитинічогокращого.
Підкреслимо: якщо фірми діють згідно з означеними вище
правилами, що забезпечують повне використання потужностей за
рівноважної ціни , = +r , то процес пошуку не порушує
рівноваги. Не має значення, яку реакціювикликає це правило за
інших цін. Залишається питання: чи приведе процес відбору до
рівноважного стану галузь, якщо до цього його не було? З
допущеньеволюційної теорії випливає, щоприведе.
«Рівноважний стан» – це такий стан, за якого сукупність
потужностейгалузі (k*) дорівнюєтакомувипускуq*, щоh( q * ) =
+r і у всіх фірм, які мають невід’ємні потужності, є наявними
прийнятні правилавикористання потужностей і прийнятні обсяги
витрат . У рівноважному стані ціна дорівнює +r і єдиним
видом змін є пошук рентабельних «режимів» потенційними
конкурентами, аотже, пануєселекційнарівновага.
Оскільки множина «режимів» є скінченною, то постає
питання– чиможенескінченнозростатикапітал галузі? Неможе.
Зазначимо, щодля будь-якої пари «режимів» (с, ) існуєдеякий




Сьогодні в межах еволюційної теорії економічних змін
робляться лише перші кроки до розбудови адекватних
математичних моделей, які, використовуючи сучасний





1. Основні положення синергетики як науки.
2. Суть синергетичного підходу у дослідженні соціально-
економічних систем.
10.1 Основні положеннясинергетикиякнауки
Як відомо, в основі системного аналізу лежить принцип
системності, авоснові теорійсамоорганізації – принципрозвитку.
Обидва принципи взаємодоповнюють один одного і насправді




Синергетика, основні положення якої були сформульовані
професором Штутгартського університету Г. Хакеном, є
евристичним методом дослідження відкритих систем, що
самоорганізовуються, схильних до кооперативного ефекту, який
супроводжується утворенням просторових, часових або
функціональних структур; або, стисло, процесів самоорганізації
систем різної природи. Вона виникла у відповідь на кризу
стереотипного, лінійногомислення, щовичерпалосебе.
Основні рисилінійногомислення:
уявлення про хаос як винятково деструктивний початок
світу;
розглядвипадковості якдругорядного, побічногочинника;
твердження, що світ вважається незалежним від мікро-
флуктуацій (коливань) нижчих рівнів буття і космічних
впливів;
погляд на нерівноважність і нестійкість як на дошкульні
неприємності, які мають бутиподолані, оскількивиконують
негативнуруйнівнуроль;
думка про те, що процеси, які відбуваються у світі, є
оборотними в часі, передбаченими на необмежено великі
проміжки часу, не допускається; розвиток є лінійним,
поступальним, безальтернативним (аякщоальтернативи і є,
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товониможуть бути тільки випадковими відхиленнями від
магістральної течії, залежать від неї і, врешті-решт,
поглинаютьсянею);
минуле викликаєлише історичний інтерес, аповерненнядо
старого, якщовонобуло, єдіалектичнимзрізомпопереднього
рівняі маєновуоснову; світзв’язанийжорсткимипричинно-
наслідковими зв’язками; причинні ланцюги носять лінійний
характер, а наслідування, якщо і не тотожне причині, то
пропорційнедонеї, тобто, чимбільшевкладеноенергії, тим
більшимбудерезультат.
Отже, фактично йдеться про механістичну картину світу і
механіцизмякметод, щорозгадаєсвіт як гігантськиймеханізм, а
окремі об’єктиі процеси– якдеталі цьогомеханізму.
Нанепридатність механіцизмуякуніверсальної моделі світу
вказували ще Д. Дідро і Ф. Шелінг, критикуючи його з
філософської точкизору. Природничо-науковакритикарозпочалася
в XIX столітті, коли термодинаміка поставила питання щодо
позачасовогохарактерумеханістичної картинисвіту, доводячи, що
якби світ був гігантськоюмашиною, то вона неминуче повинна
булаб зупинитися, оскільки запаскорисної енергії рано чи пізно
був би вичерпаний. Але, не дивлячись на це, механістична
парадигма залишається дотепер “точкою відліку”, утворюючи
центральне ядро науки в цілому, не говорячи вже про більшість
соціальних наук, особливо, про економіку, які ще знаходяться в
повнійїї (парадигми) владі.
Особливонеприйнятнимумеханіцизмі є розгляд об’єктаяк
простої “суми” частин, щонеминучеобмежуєдослідженнярівнем
підсистем, а це є недостатнім для пізнання об’єкта. Крім того,
синергетика, які інші теорії самоорганізації, намагаєтьсязаповнити
“білі плями”, які залишив після себе механіцизм, головна серед
яких – практично повна відсутність узагальнень, що стосуються
поведінки відкритих систем. Вивчаючи закони самоорганізації,
самодезорганізації тасамоврядуванняскладнихсистем, вонадаєте
універсальне знання законів самоорганізації тарозвиткусистем, у
якомудавноіснуєпотреба.
Етимологічно термін «синергетика» походить від грецьких
слів «synergeia», «synergetikos» – такий, щодієспільно, спільний,
сприяння, співробітництво. На першому етапі розвитку під
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синергетикоюрозуміли галузь наукових досліджень, метоюяких
буловиявлення загальних закономірностей у процесахутворення,
стійкості та руйнування впорядкованих часових і просторових
структур у складних нерівноважних системах різної природи:
фізичних, хімічних, біологічних, соціальних тощо. Тут “сумісна,
узгоджена дія” може бути як наслідком самоорганізації (в
результаті розвиткувласної нестійкості всистемі), так і наслідком
вимушеної організації зарахунокзовнішніхдій.
У нашчассинергетикурозуміють якнаукупроматематичне
моделювання переходу систем з одного стійкого стану в інший.
Сукупність знаньпрохаосі порядок, перехідні процеси, фракталиі
нелінійність, які називають синергетикою, розуміють і яктеорію, і
як навчання, і як науку, і як світогляд, виходячи з різнихобразів,
фактів, уявлень про хаос, порядок, когерентність, перехідних і
кооперативних процесів у природі, суспільстві, духовному світі.
Перелік ідей, що формують синергетику як парадигму, містить
нелінійність, самоорганізацію, відкритість системи, її
нерівноважністьтощо.
Існуютьчотириосновні підходидосуті поняттясинергетики.
Синергетика – це ...
1) парадигма– система ідей, принципів, образів, уявлень, з
яких, можливо, з часомвиростефундаментальнанауковатеоріяабо
загальнонауковатеорія, абонавітьсвітогляд;
2) ряд наукових теорій (у фізиці, хімії, біохімії, біології,
соціології, психології й інших науках), що об’єднані ідеями
нелінійності, відкритості, перехідності, нерівноважності процесів,
які відбуваютьсявсистемах;
3) загальнонауковатеорія(якапокищоустатковується), тобто
як теорія дисипативнихструктур (у розумінні І. Пригожина), або




і затверджує мислення, засноване на тих, що “встановлюються”,
перехідних, нестабільних, фрактальнихформахі образах.
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Головною властивістю систем, що вивчаються, є процеси
самоорганізації. Отже, синергетику можна також розглядати як
загальнутеоріюсамоорганізації всистемахрізної природи.
Основне завдання синергетики – знаходження і детальне
дослідження тих базових моделей, які можна отримати з
найтиповіших припущень про властивості окремих елементів
системиі законивзаємодіїміжними.
Об’єкти досліджень синергетики – відкриті складні нелінійні
системи із зворотними зв’язками. Зрозуміло, такі системи
вивчалися і раніше без використання терміну “синергетика”.
Основна трудність таких досліджень – виняткова складність і
громіздкість точного математичного опису, особливо якщо в
системі працюєбагатозворотнихзв’язків.
Кооперація багатьох підсистем деякої системи
підпорядковується одним і тим же принципам незалежно від
природи підсистем. Пізнання цих принципів дозволяє по-новому
підійти і до проблеми раціонального управління розвитком
складнихсистем. З погляду синергетикинеможна, наприклад, при
управлінні розвитком природної або соціальної системи
нав’язувати невластиві їй форми організації. Вивчивши систему,
необхідно збільшувати не силу управляючої дії, а збільшувати
узгодженістьдії звласнимитенденціямисистеми.
Синергетика як теорія самоорганізації виходить з того, що
складним системам (до таких належать і соціально-економічні
системи) не можна нав’язувати шляхи їх розвитку, а швидше
необхіднозрозуміти, яксприятиїхвласнимтенденціямрозвитку, як
виводити системинаці шляхи, зрозуміти закони сумісногожиття
природи і людства, їх коеволюції. Для складних систем існує
декількаальтернативнихшляхіврозвитку, вибір якихзалежить від
результату боротьби протилежних сил. Актуальним є наукове
обґрунтуванняцьогошляху.
Принципичастиннихтеорійсинергетики:
1. Нелінійність означає незбереження адитивності в процесі
розвиткусистем. Будь-якеявищерозуміютьякмоментеволюції, як
процесрозвитку.
2. Нестійкість означає незбереження “близькості” станів
системи в процесі її еволюції та суттєву залежність від зміни
значеннясистемотвірнихпараметрів.
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3. Відкритість означає визнання обміну системи речовиною,
енергією, інформацією з навколишнім середовищем і, отже,
визнання системи як такої, щоскладається з елементів, зв’язаних
структурою, і такої, щовключаєтьсяякпідсистема, елементвінше
ціле.
4. Підпорядкування означає, що функціонування і розвиток
системивизначаютьсяпроцесамив її підсистемахпри виникненні
ієрархії масштабів часу. Це принцип “самоспрощення” системи,
тобтозведенняїї динамічногоописудомалої кількості параметрів
порядку.
Змістовийблокметодології синергетикимістить:
1. Принцип становлення, який стверджує, що головна форма
буття– нете, щовжеєусталеним, ате, щотількирозвивається; не
спокій, арух; незавершені, вічні, стійко-цілісні форми, аперехідні,
проміжні, тимчасові утворення. Становленнявиражаєтьсячерез дві
свої крайнощі – хаос і порядок. Хаос – основа складності,
випадковості, творіння-руйнування, конструкції-деконструкції.
Порядок– основапростоти, необхідності, закону, краси, гармонії.
2. Принцип пізнання означає пізнання (відкриття) буття як
становлення. До того ж параметри порядку виконують подвійну
роль: повідомляють системі, як поводитися, і доводять до відома
спостерігачапродещомакроскопічнийстансистеми.
3. Принцип узгодженості (комунікативності, діалогічності), який
означає, щобуттяяк становленняформується і пізнаєтьсялише в
ході діалогу, комунікативної, доброзичливої взаємодії суб’єктів і
встановленнягармонії врезультаті діалогу.
4. Принцип відповідності, щоозначаєможливість переходу від
досинергетичної (класичної, “некласичної” і “постнеокласичної”)
науки до синергетичної (як з інтуїтивних міркувань, так і з
формальнихпараметрів).
5. Принцип додатковості, щоозначаєнезалежність і принципову
частковість, неповнотуякдосинергетичногоописуреальності (без
синергетичного), так і частковість синергетичного (без
досинергетичного). Буття є усталеним (платонівське) і таким, що
тількистановиться. Буття– і те, йінше.
Роль синергетики як нової наукової картини світу і
методології дослідження процесів руху системще більш зростає,
96
якщо враховувати її синтетичний, по суті, характер. Г. Хакен
визначив цілі, які вона ставить перед собою: переобтяжену
величезною кількістю деталей інформацію про системи різної
природи, що вивчаються сучасною наукою, необхідно стиснути,
перетворивши на невелику кількість законів або концепцій,
оскільки, за висловом англійського кібернетика З. Біра, дані
перетворилися на новітній різновид забруднення навколишнього
середовища – їх надлишок породив інформаційний голод. Появу
концепцій самоорганізації (синергетики, зокрема) можна
розглядатиякновийважливийетапеволюції науки, щоприйшовза
суперспеціалізацією і несе нові можливості діалогу наук і нові
підходидоїхвикладання.
Крім відмінностей, у синергетики (й інших теорій
самоорганізації) та системних досліджень є й спільне. Їх
об’єднують принципи системності, розвитку, ізоморфізму,
типологія систем. Синергетика увібрала в себе всі значущі для




Одним із найбільш перспективних напрямків дослідження
економічнихсистемєзастосуванняметодіві підходівсинергетики,
щобурхливорозвиваютьсяостаннімчасом. Термін «синергетика»
акцентує увагу на узгодженості, взаємодії частин системи у
процесі утворення її структури як єдиного цілого. Принциповим
для синергетики є нелінійність, нерівноважність, складність
досліджуванихявищ.
Синергетика вивчає складні системи, які містять багато
підсистем різної природи, маючи наметі виявити, в який спосіб
взаємодіятакихпідсистемприводить довиникненняновихстійких
просторових, часовихчипросторово-часовихструктур аборежимів
функціонування, а також досліджує характерні масштаби й
швидкості перехідних процесів. Синергетика акцентує увагу на
явищах, що виникають завдяки спільній дії кількох (багатьох)
чинників, кожний з яких окремо до цього явищане призводить.
Синергетикучастовизначають як наукупросамоорганізацію. Під
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самоорганізацією розуміють мимовільне, спонтанне самоусклад-
нення форми (у загальнішому випадку – структури системи та
законів її функціонування) унаслідокповільної таплавної зміни її
параметрів. Іншими словами, самоорганізація – це утворення
впорядкованихструктур із хаосу. Отже, синергетикаявляєсобою
нову узагальнювальну науку, що вивчає основні закони
самоорганізації складнихсистем.
У синергетиці акцент робиться на принципах побудови,




керуючоговпливунасистему. Саме с и н е р г е т и к а може стати
адекватним інструментом для аналізу складних динамічних
процесів, щовідбуваютьсявсучасномусуспільстві таекономіці.
До основних понять синергетики належать поняття
с т р у к т у р и , х а о с у , е в о л ю ц і ї , д и с и п ат и в н о ї
с и с т е м и , д и в н о г о а т р а кт о р а , ф р а кт а л і в тощо.
Іншимважливимпоняттямусинергетиці єточкибіфуркації – такий
стансистеми, коливідноснонезначні змінипараметрівсистемиабо
зовнішніх факторів можуть привести до значних якісних змін у
поведінці системи, її стані, траєкторії абоїї структурі.
До основних математичних методів дослідження в
синергетиці належитьтеоріядинамічнихсистем, якаґрунтуєтьсяна
якісній теорії диференціальних рівнянь. З-поміж сучасних
напрямківдослідженьурамкахсинергетикитанелінійної динаміки
можнавиокремититакі:
1. Розробка методів описування істотно нерівноважних
процесівнаоснові статистичноїфізики.
2. Динаміка відкритих систем, що вивчає стаціонарні стани,
тобто стани, що зберігають стійкість у певному діапазоні
зміни зовнішніхвпливів, досліджуєумовисамоорганізації –
виникненнявпорядкованихструктур ізневпорядкованих.
3. Дослідження якісної поведінки розв'язків нелінійних
диференціальних рівнянь, що визначають далекі від
рівноваги стани залежновід зміни вхіднихпараметрів. Цей
напрямоквивчає теоріякатастроф.
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Дослідники, аналізуючи функціонування макроекономіки,
економікирегіону, сектора, галузі чипідприємствайнамагаючись
урахувати численні чинники та взаємозв'язки, часто змушені
будувати математичні моделі (системи) великої розмірності, що
містять десятки або й сотні параметрів і рівнянь. Аналітичний
аналізтакихмоделейдоволі складнийі становитьокремупроблему,
ачерез це їх важко застосовувати напрактиці та інтерпретувати
отримані результати.
Проте існує спосіб редукції відповідних систем до систем
рівнянь значноменшої розмірності, завдяки чомувдаєтьсяподати
якіснийописоб'єктазадопомогоюкількохдиференційнихрівнянь.
Ідея цього методу полягає в тому, що коли йдеться про опис
динаміки системи, не всі її параметри (або процеси, які вони
характеризують) мають однакові часові масштаби зміни. Деякі
параметри стану (швидкі змінні) можна виразити через інші
(повільні змінні) – такзвані параметри порядку, урезультаті чого
кількістьнезалежнихзміннихзменшується.
Параметрипорядкуйпринциппідпорядкуванняналежать до
числа найбільш фундаментальних понять синергетики. З
економічногопоглядупринциппідпорядкуванняозначає, щоможна
знайти невелику кількість змінних (можливо, агрегованих,
перетворених тощо), які визначають динаміку всієї економічної
системивоколі особливої точки, арештазміннихзалежитьвідних.
В економіці, як і в іншихскладнихсистемах, існують власні
параметри порядку. У моменти загострення нерівноваги зростає
нестійкістьсамецихпараметрів, і підїхнімбезпосереднімвпливом
відбувається процес утворення нових структур, формується нове
поводження елементів системи. Характерним для параметрів
порядку є те, що після виходу системи зі стану рівноваги вони
відновлюютьсяповільніше, ніжіншіпараметрисистеми.
З огляду на багатогранність властивостей соціально-
економічних систем можна припустити наявність цілого спектра
параметрів порядку. Вони, наприклад, можуть характеризувати
відносини власності, форми координації економічних агентів,
пропорції відтворення, функціональні зв'язки в економіці тощо.
Кількісні характеристики параметрів та їхній склад можуть
змінюватись на різних стадіях еволюції системи, причому
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визначення цих параметрів потребує аналізу закономірностей
поводженняекономічної системипротягомтривалогочасу.
Сучасна економіка як складна система розвивається
нерівномірно, їй притаманні як режими стійкогофункціонування,
так і режими хаотичної динаміки. Останнім часом економісти
намагаютьсяінтерпретуватихаотичні явищавекономіці втермінах
детермінованих систем, серед яких широко використовуються
дискретні відображення. Так, наприклад, логістичне відображення
та його модифікації завдяки їхнім універсальним властивостям і
здатності описуватипроцесиз доволі складноюдинамікоюшироко
використовуються в побудові моделей економічної динаміки на
макро- і мікрорівні, зокрема, длядослідженнядинаміки зростання
малихпідприємств; вмоделі адаптації фірмивринковихумовахдля
опису її стратегії; для розгляду процесів ціноутворення в
павутиноподібніймоделіфірмитощо.
Аналогічні моделі можна побудувати для інвестиційної
динаміки: із зростанням інвестицій економіка наближається до
інвестиційного бар'єру – лаг між інноваціями та їх реалізацією
зменшується. При цьому зменшується можливість апробування
альтернатив і зростає загальна невизначеність. Орієнтація на
поточну кон'юнктуру веде до утворення надлишку капіталу,
зниження темпів виробництва та продуктивності, що може
призвести до інвестиційної кризи наринках капіталу. Логістичне
відображення можна також використовувати в дослідженні
критичнихрежимівтахаосунафондовихі валютнихринках.
Процеси, які описуються навіть простими нелінійними
моделями, при деяких значеннях параметрів мають хаотичне
поводження, яке здається випадковим і може помилково
пояснюватисядієюневрахованихабовипадковихфакторів. Але в
детермінованих нелінійних моделях хаос породжується саме
нелінійністю. З цього випливає, що під час побудови моделей
економічної динаміки введення теоретично обґрунтованих
нелінійних залежностей поряд із використанням випадкових
змінних дає змогу успішно пояснювати різноманітні економічні
флуктуації.
У соціально-економічних системах параметри управління
генеруютьсясамоюсистемою, атакожнакладаютьсянанеї ззовні і
вже після цього починають чинити на неї зворотний вплив,
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призводячи до нестійкості та флуктуацій. Для економіки це має
принципове значення, оскільки розширюється коло явищ, що
вводить у дію механізми самоорганізації. Це можуть бути
зовнішньоекономічні чинники (вплив на економіку інших
суспільних підсистем) і внутрішні чинники, зокрема зростання
державного боргу, значний дефіцит державного бюджету, високі
темпи інфляції, надвисокі ставки податків, які, досягаючи певних
критичнихзначень, можутьспричинитинезворотні змінивсистемі.
Як параметри управління можна розглядати також засоби й
інструментиекономічної політики (фіскальної, грошово-кредитної,
митної тощо).
Сутність синергетичного підходу доефективногоуправління
системами полягає в тому, щовін орієнтований навласні закони
еволюції та самоорганізації системи. Процеси самоорганізації в
системах – виникнення певних просторових, часових або
функціональних структур без специфічного впливу на систему з
боку зовнішнього середовища, тобто виникнення або зростання
впорядкованості із хаосу. З точки зору синергетики розвиток
економічнихсистемвідбуваєтьсяудвохформах– еволюційній та
революційній(стрибкоподібній).
В синергетиці вважається, що визначальною умовою для
забезпечення оптимального поводження складних економічних
систем є саме наявність нерівноважних станів та процесів
самоорганізації. Нерівновагадає змогу здійснювати вільний вибір
варіанта подальшого розвитку з цілого спектра можливих
напрямків. Якщо рівноважний стан є необхідною умовою для





стійкість, виникають самоорганізаційні процесиформуваннянових
ефективнихструктур. В новихумовахфункціонуванняекономічна
система проходить свої рівноважні стани як проміжні етапи на
траєкторіях нерівноважної самоорганізації. Ідеться про те, що в
періоди нестабільності можуть спонтанно виникати паралельні
неформальні структури, наприклад відпрацьовані схеми ухилення
від податків, спрямування фінансових потоків в офшорні зони,
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неплатежі постачальникам, бартерні схеми розрахунків, виплати
заробітної платні «чорною» готівкоютощо. Запевних умов вони
можуть бути досить стійкими, що свідчить про стихійний вихід
системи на не оптимальну щодо економічної ефективності
траєкторіюрозвитку.
З погляду синергетики неефективне управління соціально-
економічними системами полягає в нав'язуванні системі такого
поводження, яке їй не властиве. Згідно із синергетичною
концепцієюбільшефективнимбуде так зване «м'яке» управління
(навідмінувід «жорсткого», програмного). М 'яке управління –
цеуправліннязадопомогоюнезначних, аленалежнихрезонансних
впливів, які мають відповідати власним внутрішнім тенденціям
розвиткусистеми. Головнаметатакогоуправлінняполягаєвтому,
щоб завдяки незначному резонансному впливу «підштовхнути
систему» до одного із її власних сприятливих шляхів розвитку.
Своєчасні резонансні впливи можуть виявити значні, потужні
внутрішні резервисистеми.
Таким чином, сутність синергетичного підходу до
ефективного управління системою полягає в тому, що він
орієнтованийне назовнішні властивості, не націлі тасподівання
суб'єкта управлінської діяльності, а на внутрішні властивості
системи, її власні закони еволюції тасамоорганізації. При цьому
увага приділяється погодженості управлінського впливу із
власнимитенденціямидинамікисистеми. Синергетичнийпідхіддо
управління орієнтований на пізнання закономірностей самої
системитапроцесів її самоорганізації. Незначний, алепогоджений
резонанснийвпливвточкахбіфуркації можепризвестидосуттєвих
змінутраєкторії руху(поводженні) системи.
Сучасний менеджмент вимагає інтегрованого, системного
підходу до розгляду економічної системи як сукупності
взаємопов'язаних елементів, що орієнтовані надосягнення різних
цілей за умови змін у зовнішньому середовищі, а управлінські
рішення мають враховувати системний (синергетичний) ефект,
зумовлений наявністюу системи якісно нових властивостей, які
відсутні уїї складових(емерджентністю) [4].
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Лабораторна робота 1.
Статистичні методианалізу економічної динаміки
Основні відомості
Ряд динаміки поєднує в собі дваряди даних – моменти чи
періодичасуі рівні ознакичипоказника. Закономірназмінарівнів
ряду– цетенденціядинаміки. Відхиленнярівніввокремі моменти
від тенденції – це коливання ознаки. Тенденція визначається
довгостроковими причинами, коливання – короткостроковими або
циклічними чинниками. Рівняння, що апроксимує фактичну
тенденціюдинаміки, називаєтьсятрендом.
Щобописатидинамічнийряд, требавизначитипоказники, що
характеризують абсолютні і відносні зміни рівнів, рівномірність
цихзмін, атакожвизначитиформуі параметритренда.
Абсолютна зміна рівня (прирістабоскорочення) – церізниця
між рівнем звітного моменту і рівнем попереднього моменту
(ланцюговийпоказник) аборізницяміжрівнемзвітногомоменту і
рівнембазовогомоменту(базиснийпоказник).
Прискорення абсолютної зміни – церізницяміжабсолютною
зміною на даний момент і абсолютною зміною на попередній
момент.
Відносна зміна рівня – темпзміни(темпростуабоспаду) – це
відношення рівня звітного моменту до рівня попереднього або
базовогомоменту.
Абсолютний приріст  показує, наскількиодиницьвласного
вимірурівеньрядууi більший(+) чименший(-) зарівень, взятийза
базупорівняння(yi-1 чиу0):
ланцюговийi=yi-yi-1, базовийi=yi-y0.
Темп (коефіцієнт) зростання показує, у скільки разів один
рівеньрядубільшийзаінший:
ланцюговийKi=yi/yi-1, базовийKi=yi/y0
Темп приросту показує, на скільки процентів значення уі
більше(+) чименше(-) зарівень, якийприйнятоза100 %.
Абсолютнезначення1% приростуобчислюєтьсяякчасткавід




Середньорічний абсолютний приріст – це середнє
арифметичнезланцюговихабсолютнихприростів.
Середньорічний темп зростання визначають за формулою
середньогогеометричного
.
Прискорення (сповільнення) зростання обчислюють
зіставленням однойменних характеристик швидкості зростання,
наприклад, абсолютнихприростів: .
Значення t<0 свідчить про сповільнення зростання. Темп
сповільнення абсолютної швидкості обчислюють відношенням
абсолютнихприростів.
Прискорення (сповільнення) відносної швидкості визначається
якчасткавідділеннясередньорічнихтемпів зростання. Дільником
виступаєбільшийзазначеннямпараметр.
Індекси – це показники змін, що на відміну від інших
показників (динамічних і кореляційних) дозволяють вимірювати
змінускладних, агрегованихрозмірів, неописаниханалітично.
Індексможе бути зведеним, якщопорівнюютьсяузагальнені
розміри (ознаки або показники), або індивідуальним, якщо
порівнюютьсявласні розміри.
Системі ознак відповідає система індексів. Так, наприклад,
системі ознакw = qp , де q – об'ємпродажів, p – цінатовару, w –
виторг від продажів, відповідає система узагальнених індексів
Iw=Iq*Ip.
Індекси дозволяють також аналізувати зміну середніх
розмірів ознак. Наприклад, можнааналізувати зміну середньої по
регіонахцінивзвітнийперіодупорівнянні з базовимперіодомпри
фіксованомуабозмінномускладі реалізованихтоварів.
Індивідуальні індексиобчислюють окремодлякожної групи
товарів. Індивідуальнийіндексцін ір=p1/p0. Аналогічновизначають
індивідуальні індексифізичногообсягуiq=q1/q0.
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Індивідуальні індекси товарообороту розраховують за
формулою .
Загальний індекс товарообороту в цілому обчислюють за
формулою , загальний індекс цін
загальний індекс фізичного обсягу реалізації обчислюють за
формулою .
СистемавзаємозалежнихіндексівматимевиглядIpq=Ip*Iq .






Порядок виконання лабораторної роботи
Використовуючи один із пакетів прикладних програм
комп'ютерної математики (табличний процесор Excel, MathCAD,
Maple чи ін.) визначити статистичні характеристики динаміки для
показників, значенняякихнаведені уДодатку1:
1) базові і ланцюгові характеристики динаміки: абсолютні
прирости, темпи зростання і приросту, абсолютні значення 1%
приросту;
2) середньорічні темпизростанняі абсолютні прирости;
3) коефіцієнтприскорення(сповільнення) зростання;
4) індивідуальні і загальні індекси.










де , (i = 1, 2, …, k) – регресійні коефіцієнти,
u – відхилення,
y – регресанд(залежназмінна),
х1, ..., хk – регресори(незалежні змінні).
Регресор х1 використовуєтьсядляуніфікації моделі і завжди
дорівнюєодиниці.
Змінні x і y – результатиспостережень, тобтоїхіндивідуальні
значення(реалізації) можнавимірятивмоментичасуt = 1, …, T.
Длятого, щоб оцінитипараметримоделі , необхідномати
T значень кожного регресора хk і T значень регресанда y у
відповідні моменти часу. При цьому довжина динамічних рядів




деyt – значеннярегресанду, щоспостерігається;
– оцінкаyt признайденихзначенняхоціноккоефіцієнтів .
За теоремою Гаусса–Маркова з усіх оцінювачів функція
оцінювання однокроковим методом найменших квадратів (МНК)
длялінійноїмоделі єнайкращоюфункцієюоцінювання.




b) Відсутній сильний статистичний взаємозв'язок чинників
(мультиколінеарність).
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c) Відсутня сильна залежність між відхиленнями, що
відносятьсядорізнихперіодів(автокореляція).
d) Дисперсія відхилень у різні періоди постійна (відсутня
гетероскедастичність).




X – матрицязначеньчинниківx, щоспостерігаються,
X' – транспонованаматрицядоХ,
– вектор значеньзалежної змінної y, щоспостерігається,
(Х'Х)-1 – оберненаматриця.
Вектор і матриця X разомутворюють матрицюданихD
розмірністюT х(k +1).
Для обчислення оцінок регресійних коефіцієнтів зручно
використовувати статистичну функцію «ЛИНЕЙН» табличного
процесора Excel, що дозволяє розрахувати багато параметрів
регресійноїмоделі. Зауважимо, щофункція«ЛИНЕЙН» реалізована
якопераціязмасивамиі потребуєвиділеннявідповідногодіапазону
комірок перед її використаннямтанатиснення комбінації клавіш
Ctrl + Shift + Enter наприкінці.
Результати функції «ЛИНЕЙН» при k = 4 розміщені в
коміркахExcelутакомупорядку:
R2 - -
F (Т– k) - -
Sreg Srest - -
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де – оцінкирегресійнихкоефіцієнтів,






Sreg і Srest – регресійнаі залишковадисперсії.
Для обчислення оцінок регресанду у за усі періоди




б) викликати функцію «ТЕНДЕНЦИЯ» (категорія
статистичних функцій) і ввести 4 її параметри: координати всіх
відомих значень результуючого показника у; координати всіх
відомихзначень регресорівх (матрицяХ); координативсіхзначень
регресорівх, дляякихтребарозрахувативеличиниу (зновуматриця
Х чи задані значення чинників); логічну константу, що дорівнює
нулю. НатиснутикомбінаціюклавішCtrl + Shift + Enter.
Длявизначеннястатистичної надійності окремихкоефіцієнтів
регресії використовується критерій Стьюдента (t-критерій). Для
кожногочинникахi розраховуємокритерійti:
де – середньоквадратичнапохибкакоефіцієнтаβі.
Якщо |ti| ≥ tкр, то приймається гіпотеза про те, що оцінка
коефіцієнтаβі з вірогідністю (1 – α) статистичнонадійна (α – це
допустима вірогідність похибки, яка задається дослідником, що
створює модель; зазвичай α = 0,05). В Exсelдля визначення tкр
використовуєтьсяфункція«СТЬЮДРАСПОБР(α, Т– k)».
Для перевірки рівняння в цілому розраховують значення F
критеріюФішераі порівнюютьйогоз критичним. ЯкщоF > Fкр, то
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з вірогідністю (1 – α) приймається гіпотеза про статистичну
надійність рівняння в цілому, інакше – слід збільшити число
спостережень. В Exсel значення Fкр визначається за допомогою
функції «FРАСПОБР(α, Т– k, k –1)».
Дослідити мультиколінеарність можна з допомогою
-критеріюФаррара—Глобера:
деdet(M) – визначниккореляційної матриці М, елементамиякої є
коефіцієнтикореляції rij (0 ≤ | rij | ≤ 1), коженз якиххарактеризує
статистичнийвзаємозв'язокчинниківxi і xj.
Для розрахунку коефіцієнта кореляції в EXСEL
використовуютьфункцію«КОРРЕЛ(xi; xj)».
Значеннякритерію порівнюєтьсязтабличнимпри
1/2 – k(k – 1) ступенях свободи і рівні значущості α. Якщо
фактичне значення критеріювище затабличне, то в моделі існує
мультиколінеарність.
При виявленні мультиколінеарності необхідно в матриці М
знайти найбільші коефіцієнти кореляції rij і замінити відповідні
пари чинників xi, xj новими, тобто, незв'язаними або
малопов'язаними чинниками. Після заміни чинників необхідно
зновувиконатидіагностикумультиколінеарності.
Для перевірки на автокореляцію потрібно розрахувати
значеннякритеріюd:
.
Він може приймати значення з проміжку [0, 4]. Якщо
відхилення ut – випадкові нормально-розподілені величини, а не
109
автокорельовані, тозначенняd  2; придодатнійавтокореляції d <
2, привід'ємній– d > 2.
Фактичні значення критерію порівнюються з критичними
(табличними) зачисласпостережень T і числанезалежнихзмінних
k для вибраного рівня значущості  = 0,05. Табличні значення
маютьнижнюмежуdн і верхнюdв.
Якщоd < dн , товідхиленнямаютьавтокореляцію. Якщо
d > dв, топриймаєтьсягіпотезапровідсутністьавтокореляції. Коли
dн < d < dв, токонкретнихвисновківзробитинеможна: необхідно
далі проводитидослідженнядлябільшої кількості спостережень.
За наявності автокореляції треба побудувати матрицю





Матриця початкових даних Х сортується за збільшенням
значень чинника, від якого залежить дисперсія відхилення, і
розділяється на дві частини: T1 і T2. В одній частині
концентруються дані з меншим значеннямдисперсії відхилень, в
другій – з більшим. Для кожної частини обчислюється дисперсія
відхилень:
,




Знайдене значення критерію F порівнюється з критичним
значенням Fкр. Якщо F > Fкр., те гетероскедастичність існує і




Для порівняльного аналізу впливу чинників на величину у
використовуються стандартизовані коефіцієнти регресії і
коефіцієнти еластичності . Чимбільшимєабсолютне значення
, тимсильнішевпливаєчинник нау. Призбільшенні чинника








Порядок виконання лабораторної роботи
1. ДляперевіркипередумовиМ(u) = 0 досить визначити, чи
дорівнює 0 середнє значення відхилення u за усі періоди
спостережень.
2. Здійснитивідбір чинників. Чимбільшечинниківвключені
в рівняння регресії, тим адекватнішою до початкових даних є
модель. Проте, зі збільшеннямчиславрахованихчинниківростуть
витратиназбір і обробкустатистикизацимичинниками. Томудля
включення в модель слід відбирати тільки важливі чинники за
такоюпослідовністю:
а) включитиурівняннярегресор х1 = 1 і якрегресорих2 і х3 –
дваявноістотнихчинникизчотирьохзаданих;




а) визначити статистичну надійність окремих коефіцієнтів
регресії закритеріємСтьюдента(якщохочодинкоефіцієнтрегресії
статистично не надійний, то слід збільшити число періодів
спостережень, тобточислоТ);
б) перевіритирівняннявціломузакритеріємФішера.
4. Перевірити на мультиколінеарність за допомогою
-критерію.
5. Виконати перевірку наавтокореляцію і, за необхідності,
розрахуватиперетворенуматрицювхіднихданих.
6. Перевіритинагетероскедастичність.
7. Виконати порівняльний аналіз впливу чинників шляхом
обчислення стандартизованих коефіцієнтів регресії і коефіцієнтів
еластичності.








В економічних дослідженнях часто виникає задача
встановленнязв'язку(аналітичної залежності) міжпоказниками, які
позначимозмінними х і у. Цейзв'язокможебутифункціональним
абостохастичним (кореляційним). Стохастичний зв'язок показує
залежність між випадковими (отриманими в результаті
спостережень чи експериментів) величинами, які можуть
перебувати під впливом інших величин. Наприклад, залежність
величини стоку води в річці (у) від середньодобової температури
повітря (х), залежність концентрації іонівважкихметалівустічній
воді (у) від продуктивності очисних споруд (х) тощо. Зазвичай,






Якщо на координатній площині відкласти точки (хі, уі), то
отримаємополе розсіювання величинх і у. Наближеннятабличних
даних функціональною залежністю називається
апроксимацією даних.
Табличний процесор Excel має хороші засоби для
статистичної обробкиданихрізнимиметодами. Розглянемоодиніз
алгоритмівдослідженнязв'язкуміждвомазмінними, побудовилінії
тренду, що апроксимує експериментальні дані і дозволяє
прогнозуватизначенняу длязаданогозначеннячинниках.
1. Побудуватиполерозсіюванняпоказниківх і у
(Вставка ~ Диаграмма ~ Точечная)
2. Добавити лінію тренду (Диаграмма ~ Добавить линию
тренда, вибратитиплінії тренду, користуючисьрозміщенням
точок на полі розсіювання і враховуючи коефіцієнт
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достовірності апроксимації , в закладці Параметры
обов'язковослід встановитипрапорці показывать уравнение
на диаграмме і поместить на диаграмму величину
достоверности аппроксимации (R^2)).
Примітка. Значення міститьсявмежахвід0 до1; =1 означає,
що лінія тренду абсолютно точно апроксимує зв'язок, тобто між
величинами х, у існує функціональна залежність. Доброю
вважаєтьсяапроксимація, якщо .
3. Обчислити прогнозне значення, користуючись рівнянням
лінії тренду.
4. Дати оцінку прогнозу (Анализ данных ~ Описательная
статистика).
Порядок виконання лабораторної роботи
Дляданихіз Додатку2 засобамитабличногопроцесораExcel
побудувати поле розсіювання показників, вибрати лінію тренду,
обчислити прогнозне значення, користуючись рівнянням лінії
трендутадатиоцінкупрогнозу.
Завдання для самостійної роботи
Розробитиалгоритмтапрограмне застосування, щореалізує
прогнозування економічних показників на основі трендових
моделейекономічної динаміки.
Лабораторна робота 4.







С(t) – вектор-стовпець споживання (разом із невиробничим
нагромадженням);
– матрицякоефіцієнтівпрямихматеріальнихвитрат;
– матриця коефіцієнтів капіталомісткості приростів
виробництва (витрати виробничого нагромадження на одиницю
приростувідповіднихвидівпродукції) ( ).
Замість “знеособлених” галузей, представлених тільки
порядковими номерами, виділимо галузі, що виконують особливі
функції впроцесі відтворення.
Поділимо все виробництво на три галузі: виробництво
знарядь праці (галузь 1), виробництвопредметів праці (галузь 2),
виробництво предметів споживання (галузь 3). В результаті
отримуємо тригалузеву систему, яку можна досліджувати за
допомогоюміжгалузевої динамічноїмоделі Леонтьєва.
У зазначеній тригалузевій системі лише галузь 1 здійснює
капітальні вкладення, галузь 2 забезпечує тільки проміжне
споживання, авесьфондспоживаннязабезпечуєгалузь3.
Запишемо систему рівнянь, зважаючи на функціональне
призначенняпродукції трьохгалузей:










Зокрема, присталомурівні споживання(r=0) отримуємо:
,
тобто темп приросту виробництва знарядь праці дуже швидко
прямуєдовеличини .
Пропорційне зростання всіх галузей виробництва
( ) існуєпри і при
цьому .
Порядок виконання лабораторної роботи
1. За допомогою табличного процесора Exсel (MathCAD,
Maple чи ін.) розрахувати тапобудувати траєкторії х1(t), х2(t) і





Завдання для самостійної роботи
Розробитиалгоритмтапрограмне застосування, щореалізує








Як відомо, динамічна модель Леонтьєва є деталізованою
моделлю зростання валового суспільного продукту (ВСП) і
національного доходу (НД). В основі моделі лежить припущення
про взаємозв'язок між накопиченням і приростом ВСП. Цей
взаємозв'язокреалізуєтьсязадопомогоюматриці капіталомісткості
приростів виробництва. Крім того, передбачається миттєвість
перетворення капіталовкладень у приріст основних фондів та
миттєвість віддачі цихфондів в обсяги виробництва (що, взагалі,




де вектор Y(t) характеризує галузеву структуру НД, одержано
рівняннямоделі ЛеонтьєващодоНД:
,
де – матрицякоефіцієнтівповної приростної капітало-
місткості, тобто повних витрат виробничого нагромадження на
одиничні прирости елементів національного доходу, що
використовується.
Для з'ясуванняможливостей системи слід дослідитимодель
длярізнихтраєкторійспоживання.
Необхідно визначити технологічні можливості системи, які
визначаються матрицями A і B. Для цього покладаючи C(t) = 0,
знаходимо:
.
Це система лінійних однорідних диференційних рівнянь
першогопорядкуз постійнимикоефіцієнтами. Загальнийрозв'язок
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цієї системи відповідно до теорії диференціальних рівнянь має
вигляд:
,
деsі – власні числаматриці повногоприростукапіталомісткості;
– відповідні їмвласні вектори;
dі – коефіцієнти, які визначаються з початкової умови
.
Траєкторія, щовиходить з Y(0), є комбінацієюекспонент з
різнимитемпамиприросту (1/sі). В загальномувипадкурозвитокза
траєкторієюY(t)=Y0ekt , тобто з єдинимдля всіх галузей темпом,
неможливий, авідбувається з постійними структурними змінами.
Однак існує певна схожість між розв'язком макроекономічної
моделі, агрегованої доодногопоказника, тарозв'язкомструктурної
моделі. Цясхожість обумовленанаявністювматриці коефіцієнтів
повного приросту капіталомісткості власного числа Фробеніуса-
Перрона.
Нехайтепер екзогеннозаданатраєкторіяспоживання
С(t) = С0еrt. У цьомувипадкурозв'язoксистемиєсумоюзагального
розв'язкуоднорідної системитачастковогорозв'язкунеоднорідної і
маєвигляд:
декоефіцієнтиdі визначаютьсянаоснові зпочаткової умови:
.
Порядок виконання лабораторної роботи
Нехайекономікаскладаєтьсяз двохгалузей, причомувідомі
матриці прямих матеріальних витрат (А), приросту
капіталомісткості (В) і початкового стану системи. Необхідно
побудуватитраєкторіюрозвиткусистемиз нульовимспоживанням
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і ненульовимспоживанням, але із сталимтемпом. Проілюструємо
алгоритмрозв'язуваннязадачі натакомуприкладі [12, C. 25-31]:
, , , ,
, .
1. Перевіркадопустимості траєкторії.
Підставивши початкові дані у траєкторіюмоделі Леонтьєва
, отримаємо системи рівнянь для
випадківнульовогоі ненульовогоспоживаннявідповідно:
Розв'язуючиїх, отримаємо і відповідно.
Таким чином, для обох випадків умова допустимості
траєкторії виконується.




3. Знаходженняматриці повногоприросту капіталомісткості
.
Отримаємо .









Для знаходження елементів власних векторів і







Для нульового споживання – , звідки маємо
такусистему:
і її розв'язок , .
У випадку ненульового споживання за формулою
отримаємосистему:
і її розв'язок , .





Завдання для самостійної роботи
Розробитиалгоритмтапрограмне застосування, щореалізує
числове обчислення траєкторій розвитку системи для нульового і






Порядок виконання лабораторної роботи
Використовуючи модель економічного зростання Харрода-
Домара , деY(t) – динамікадоходу, C(t) –
споживання, І(t) – інвестиції, – коефіцієнт приростної
капіталомісткості, дослідитидинамікуY(t) тапобудуватитраєкторії
розвиткусистеми.
1. ДослідитидинамікуY(t), якщоспоживанняC(t) = сY
(с= const), аінвестиції І(t) = І0 = const.
2. Знайтимаксимальноможливийтемпприростудоходудля
економіки, в якій коефіцієнт приростної капіталомісткості =4.
Обчислитичерезскількироківуційекономіці подвоїтьсядохід.
3. Нехай у моделі Харрода-Домара відсутнє споживання,
коефіцієнт приростної капіталомісткості залежить від часу:
, (0) – коефіцієнтупочатковиймоментчасу,
. Визначитимежу(границю) доходу.
4. В моделі Харрода-Домараспоживання зростає з темпом,
що дорівнює технологічному темпу приросту ( ), норма




3)максимальне значення доходу, якщо споживання в
початковиймоментчасуC(0) =400.
Завдання для самостійної роботи
Розробитиалгоритмтапрограмне застосування, щореалізує









1. Визначити положення рівноваги, розв’язавши систему
2. Знайти власні значення матриці системи з рівняння
3. Визначити тип точки рівноваги і зробити висновок про її
стійкість.
4. Знайти рівняння головних ізоклін і побудувати їх на
фазовійплощині.
5. Якщоположеннярівновагиєсідломабовузлом, тознайти
ті фазові траєкторії, які лежать напрямих, щопроходять
черезточкурівноваги.
6. Побудуватифазові траєкторії.
7. Визначити напрямок руху по фазових траєкторіях,
помітившийогострілкаминафазовомупортреті.
Головні ізокліни
Вертикальна ізокліна – сукупність точокфазової площини,
уякихдотичнадофазової траєкторії паралельнавертикальнійосі.
Оскількивцихточкахx'(t) = 0, торівняннявертикальної ізокліни
маєвиглядax + by = 0.
Горизонтальна ізокліна – сукупність точок фазової
площини, у яких дотична до фазової траєкторії паралельна
горизонтальній осі. Оскільки в цих точках y'(t) = 0, то рівняння
горизонтальної ізоклінимаєвиглядcx + dy = 0.





фазові траєкторії, які лежать на прямих, що проходять через
початок координат. Рівняння таких прямих можна відшукати у
вигляді у = kх. Якщопідставитицейвираз у , тодля
визначенняk отримаємо: або .
Якщо і типточкирівноваги– сідло, топрямі у = k1х,
у = k2х – називаються сепаратрисами, а інші фазові траєкторії –
гіперболи, дляякихсепаратрисиєасимптотами.
Якщо і тип точки рівноваги – вузол, то фазові
траєкторії – прямі у = k1х, у = k2х , а інші фазові траєкторії –
параболи, які дотикаютьсявпочаткукоординатдооднієї зних.
Якщо = k і типточкирівноваги– виродженийвузол,
то фазова траєкторія – пряма у = kх, а інші фазові траєкторії –
параболи, які дотикаютьсявпочаткукоординатдонеї.
Якщо положення рівноваги – центр, то фазові траєкторії є
еліпсами.
Якщо положення рівноваги – фокус, то фазові траєкторії є
спіралями.
Приклади побудови фазових портретів динамічних систем
1). Побудуватифазовийпортретсистеми .
1.1. Знайдемоточкирівновагисистеми .
Система лінійна, отже, особлива точка одна. Її
координати (0, 0).
1.2. Знайдемо власні значення матриці .
Детермінант , слід . Характери-
стичнерівняння . Звідси , .
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1.3. Визначимо тип точки рівноваги: корені
характеристичного рівняння дійсні і різних знаків, отже,
маємотипточки“сідло”.
1.4. Знайдеморівнянняголовнихізоклін:
– вертикальна (зміна х не відбувається, тобто ):
або ;
– горизонтальна (зміна у не відбувається, тобто ):
або .
1.5. Знайдемоті фазові траєкторії, які лежать напрямих, що
проходятьчерез точкурівноваги (сепаратрисисідла). Шукаємоїху
вигляді у = кх: , , ,
, . Отже, , .
Будуємоголовні ізоклінитафазові траєкторії (рис. 1, а).
а) б)
Рис. 1. Головні ізоклінитафазові траєкторії (а); фазовий
портретсистеми (б)
1.6. Визначимо напрямок руху вздовж фазових траєкторій.
Дляцьоговизначимознакпохідної у' вточкахнаосі х. При у = 0
маємо при х > 0. Це означає, що рух вздовж
фазових траєкторій, які перетинають додатну частину осі х,




Координатиособливої точки (0, 0).
2.2. Зайдемо власні значення матриці системи.
Характеристичне рівняння має вигляд: .
Звідси , .
2.3. Визначимо тип точки рівноваги: корені характери-
стичного рівняння дійсні і додатні, тому маємо “нестійкий
вузол”.
2.4. Знайдеморівнянняголовнихізоклін:
– вертикальна( ): ;
– горизонтальна( ): .
2.5. Знайдемоті фазові траєкторії, які лежать напрямих,
щопроходять через точкурівноваги: , .
Але длявипадкувузлатількиоднаіз знайденихпрямих
буде належати до фазового портрета. Це та з них, що
відповідає меншому із власних значень (тобто, ).
Встановити, якасаме, можнарозв'язавшиматричне рівняння
(А-λЕ)Х = 0: . Отже, фазовою є
пряма .




Координатиособливої точки (0, 0).
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3.2. Зайдемо власні значення матриці системи.
Характеристичнерівняннямаєвигляд: . Маємодва
комплексно-спряжені корені, дійсначастинаякихдорівнює-3.
Рис. 2. Фазовийпортретсистеми2 Рис. 3. Фазовийпортретсистеми3
3.3. Визначимо тип точки рівноваги: корені
характеристичного рівняння комплексні з від’ємною дійсною
частиною, томумаємотип– “стійкийфокус”.
3.4. Знайдеморівнянняголовнихізоклін:
– вертикальна( ): ;
– горизонтальна( ): .
3.5. Оскільки тип особливої точки – фокус, то фазові
траєкторії єспіралями.
3.6. Визначимо напрямок “закручування” спіралі – за
годинниковою стрілкою чи проти. Для цього визначимо знак
похідної у' вточкахосі х. Приу = 0 маємо при
х > 0. Отже, ординататочки, щоперетинаєдодатнувісь х, зростає.
Це означає, що рух вздовж фазових траєкторій, які перетинають
додатну частину осі х, відбувається знизу вгору, тобто рух по
спіралі йдепротигодинникової стрілки(рис. 3) [21].
Завдання для самостійної роботи






Мета і задачі лабораторної роботи. Основною метою
лабораторної роботи є закріплення студентами теоретичного
матеріалу, пов’язаного з дослідженням та аналізом динаміки
господарської системи; оволодіння методикоюпобудови моделей
динаміки системи на основі виробничої функції та формування
прогнозівпоказниківдіяльності системинаосновімоделі Солоу.
Як індивідуальне завдання студенти отримують вхідні дані
дляпроведеннясамостійногодослідження, наведені вДодатку3. У
завдання входять реальні статистичні дані про роботу великої
господарської системи за тривалий проміжок часу. Студент
повинен проаналізувати роботу господарської системи й
побудувати прогнози динаміки основнихпоказників її діяльності.
Длярозв'язуванняцихзадачйомупотрібно:
виявити тенденції й особливості динаміки господарської
системи;
обчислити необхідні параметри і сформувати виробничу
функціюсистеми;
розрахуватихарактеристикивиробничоїфункції;
провести моделювання динаміки системи на основі
виробничоїфункції;
сформувати прогнози показників діяльності системи на
основімоделі Солоу;
розглянути“золотеправилонагромадження” моделі Солоу.
Методи та засоби дослідження. При дослідженні
економічної системизастосовуютьсяметодианалізучасовихрядів,
методи побудови й аналізу виробничих функцій господарської
системи, методи моделювання динаміки системи. Розрахунковим
засобом може бути MS Excel чи інша система комп'ютерної
математики(MathCAD, Mapleтощо).
Вхідні дані подані у вигляді чотирьох часових рядів, що
містять реальні річні значення показників великої господарської
системи, а саме: валовий продукт у поточних цінах, валовий
продукт у фіксованих цінах; капітал у фіксованих цінах і
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чисельністьпрацюючих.
У Додатку 3 наведено динамічні ряди основних макроеко-
номічнихпоказників за26-річнийперіод розвитку (1960-1985 рр.)
провідних промислово розвинутих країн світу. Подані вхідні
статистичні матеріали розраховані за методологією Системи
національних рахунків (СНР) ООН. Дані наведені в агрегованій




2. Побудова похідних часових рядів. За чотирма вхідними
рядами потрібно отримати ще п’ять похідних часових рядів: з
показниками фондоозброєності, фондовіддачі, продуктивності
праці, з базовими і ланцюговими показниками зміни рівня цін.
Надалі ваналізі берутьучастьусі дев’ятьрядів.
3. Отримання рядів абсолютних і відносних приростів. Ці
ряди дозволяють уточнити надалі тип тренда і використовуються
безпосередньодляаналізудіяльності господарської системи.
4. Згладжування рядів методом ковзного середнього при
різних варіантах параметрів згладжування. Аналізуються
розбіжностіміжрядамиі результатамиїхньогозгладжування.
5. Апроксимація рядів методом експоненційного згладжу-
ванняприрізнихваріантахпараметрівзгладжування. Аналізуються
розбіжності між рядами і результатами їхнього експоненційного
згладжування. Наоснові цьогометодуформуютьсякороткострокові
прогнозизакожнимзрядів.
6. Нормування трендів. На основі проведеного аналізу для
кожного з дев’яти рядів вибираються лінії тренду. Визначаються
параметри трендів, аналізуються розбіжності між рядами й
виявленимитрендами. Будуютьсятрендові прогнози, визначаються
довірчі границі прогнозів.
7. Формуваннявиробничої функції. Наоснові часовихрядів
динаміки валового продукту, витрат капіталу і трудових ресурсів
проводиться розрахунок параметрів виробничої функції без і з
урахуванням технічного прогресу. Проводиться оцінка основних
характеристик виробничої функції: ефективності праці й капіталу,
граничної нормизаміщення. Задопомогоюпобудованої виробничої
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функції формуються прогнози за основними показниками
діяльності господарської системи.
8. Побудоваі дослідженнямоделі динаміки. Використовуючи
параметри виробничої функції, будується модель економічної
динаміки Солоу. На основі отриманої комп’ютерної моделі
проводяться розрахунки для різних варіантів політики норми
нагромадження.
Порядок виконання лабораторної роботи
1. Введення вхідних даних і одержання похідних рядів.
Потрібноввести в таблицючасові ряди, щовідповідають вхідним
даним свого завдання. Таблиця повинна містити загальний
заголовок із назвоюкраїни й галузі, щодосліджуються. У лівому
стовпці вказуютьсяперіоди(роки). У наступномустовпці вводяться
вхідні дані. ЯрликаркушакнигиExcelназватиДані.
За даними чотирьох введених рядів необхідно побудувати
п’ять нових часових рядів, що визначають показники
фондоозброєності, фондовіддачі, продуктивності праці й базові та
ланцюгові показники зміни рівняцін у розглянутій господарській
системі. Відповідні п’ять стовпців требарозмістити праворуч від
таблиці вхіднихданих.
За всіма отриманими рядами даних побудувати графіки.
Графіки розташувати на тому ж аркуші, оформити необхідними
заголовкамиталегендамиі відформатувати.
2. Побудова рядів приростів. Для кожного з дев'яти рядів
розрахувати ряди абсолютних і відносних приростів. Ці ряди
навестинадвохаркушах: Абс. прирости і Відн. прирости. Нацих
же аркушах побудувати і відформатувати діаграми з рядами
приростів. Ряди приростів використовуються надалі для
безпосереднього аналізу показників динаміки господарської
системиі длявиборутипутренда.
3. Згладжування рядів методом ковзного середнього.
Розрахунки і діаграми будуються на окремому аркуші Ковзн.
середнє.
При згладжуванні можна використовувати функцію Excel
СРЗНАЧ. Згладжуваннядозволяєвиявитиосновнийхарактер ряду,
визначити основні закономірності динаміки показників
господарської системи.
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Базоюзгладжуванняможе бути обране непарне число. Чим
більшоюєбаза, тим, узагальномувипадку, сильнішимбудеефект
згладжування. Студентові потрібносамомувибратибазу, найбільш
прийнятну для подальшого аналізу. Для цього необхідно
переглянути результати при різних базах згладжування і вибрати
такувеличинубази, щозберігаєхарактерні рисидинамічногоряду,
але дозволяє абстрагуватися від випадкової складової ряду.
Можливо, длярізнихрядівнеобхіднобудевикористатибазирізної
величини. В загальному випадку рекомендується база
згладжування, щодорівнює3 і 7.
Крімзгладженогоряду, кориснорозрахуватиряди залишків-
розбіжностей між вхідним і згладженим рядом. Ряд залишків
дозволяєоцінитиякістьпроведеногозгладжування.
В одному вікні діаграми слід відобразити графік заданими
вхідногорядуразомз результатамийогозгладжуванняприрізних
базах.
4. Апроксимація рядів методом експоненційного
згладжування. Розрахунки й діаграми будуються на окремому
аркуші Експ. згладжування.
Параметр згладжуванняможебутиобранийупроміжкувід0
до 1. Чимближчоюєвеличинапараметразгладжуваннядо 0, тим
сильнішимбудеефектзгладжування. Величини, щорекомендують-
ся, зазвичай, лежатьупроміжкувід0,1 до0,3.
В одному вікні діаграми потрібно відображати графік
вхідного ряду разом з результатами його експоненційного
згладжуванняпридвохзначенняхпараметра.
Апроксимаціюметодомекспоненційногозгладжуванняварто
провести для кожного з дев’яти рядів. Така обробка ряду дає
можливість виявити тенденції у формі, придатній для побудови
короткостроковогопрогнозу.
5. Формування трендів. Розрахункийдіаграмибудуютьсяна
окремомуаркушіПрогнози.
Длякожного з дев’яти рядів проводитьсяаналіз тенденцій і
побудова прогнозу шляхом виявлення аналітичного тренду. Для
кожного ряду потрібно вивести чотири варіанти лінії тренду
(лінійну, степеневу, логарифмічну, експоненційну) з рівнянням і
коефіцієнтомдетермінації (коефіцієнтомапроксимації) R2. Вибрати
найбільшприйнятнийтиптренду і зайогорівняннямрозрахувати
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прогноз на 5 періодів вперед. Результати вивести на діаграму з
вхідним рядом так, щоб лінія вхідних даних і лінія прогнозу
відрізнялися закольором. Таким чином, нааркуші повинні бути
побудовані 9 діаграмізпрогнозами.
6. Формування виробничої функції. Розрахунки виробничої
функції (ВФ) проводятьсянаокремомуаркуші зназвоюВФ.
Виробнича функція визначає залежність випуску продукції
відвитратвиробничихчинників– трудовихі капітальнихресурсів.
У лабораторній роботі визначаються параметри степеневої ВФ,
тобтофункції типуКобба-Дугласа. Такийрозрахунокпроводиться
на основі визначення параметрів регресії залежної змінної –




Для визначення її параметрів А, α, β застосовуються
регресійніметоди.
Разомзформуваннямзвичайної виробничої функції наційже
сторінці слід визначити параметри виробничої функції з
урахуванням впливу технічного прогресу. Технічний прогрес
враховується в моделі в автономній формі у вигляді множника
вигляду . Таким чином, виробнича функція Кобба-Дугласа з
урахуваннямтехнічногопрогресумаєвигляд:
.
Для проведення необхідних розрахунків варто сформувати
новузмінну, щовідповідаєчасу t. Потімзвернутисядопроцедури
Регресіяі провестиобчислення, щоохоплюютьновийнатуральний
ряд як одну з незалежних змінних. В результаті буде отримана
виробнича функція Кобба-Дугласа з урахуванням технічного
прогресу. Її параметривідрізняютьсявідпараметрівВФ, отриманих
безурахуваннятехнічногопрогресу.
Виходячизконкретнихзначеньпараметрівдлядвохваріантів
ВФ, варто обчислити два варіанти прогнозу ВВП у цінах
конкретногорокуна5 періодіввперед. Такийрозрахунокнеобхідно
провестинааркуші Прогнози. Якдані чинників (Капітал і Праця)
для майбутніх періодів варто використати їх трендові прогнозні
значення.
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Результати вивести на ту діаграму, де вже є раніше
побудований прогноз ВВП у фіксованих цінах. Таким чином, у
даному вікні діаграми ряд, що містить вхідні дані, буде
продовжений трьомаваріантами прогнозу: відповіднодо тренду і
додвохваріантіввиробничоїфункції.
7. Побудова і дослідження моделі динаміки. На основі
параметрів виробничої функції будується модель економічної
динаміки. За основу взята модель Солоу, що зв’язує динаміку
національного продукту, праці й капіталу через виробничу
функцію. У комп’ютерномуваріанті можнапровестимоделювання
причисленнихприпущенняхдлянеоднорідної виробничоїфункції з
урахуванням технічного прогресу і з різними варіантами
економічної політики. Побудова моделі й подальше
експериментування з неюварто провести на окремому аркуші з
назвоюМодель.
Зразок для одного з варіантів з лінійною зміною норми
нагромадження наведено у додатку 3. Тамтакож подано графіки
динаміки основних показників, отримані за результатами
проведенихтабличнихрозрахунків.
Інший варіант, який потрібно розглянути, – модель з
експоненційноюполітикоюзмінинорминагромадження. Необхідно
виявити основні розбіжності між моделями з лінійною та
експоненційноюполітикаминорминагромадження.
Для реалізації моделі варто організувати на аркуші блок
комірокіз вхіднимиданимидлямоделі. Далі необхіднопобудувати
таблицю, рядки якої відповідають часу (наприклад, 12 років
прогнозу динаміки) і прогнозованимобсягамвиробництва, фонду
нагромадження, фонду споживання, капіталу, праці, нормі




цьому, звичайно, потрібно ввести чисельні значення параметрів
виробничої функції, розраховані без урахування технічного
прогресу.
Побудуватиграфіки:
• за першими п’ятьма рядками таблиці, що відображають
зміннімоделі;
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• за останніми чотирма рядками таблиці, що охоплюють
найважливіші додаткові характеристикидинаміки.
За отриманою комп’ютерноюмоделлюнеобхідно провести
розрахунки для різних варіантів політики норми нагромадження,







моделі Солоу, за яким можна максимізувати середньодушове
споживання.
Для цього потрібно розмістити на новій сторінці з назвою
Норманагромадженнядві таблиці, які відображаютьмодель Солоу
з урахуванням технічного прогресу. Горизонт прогнозу моделей
встановити 25 років. З огляду на те, що розглядатиметься
стаціонарний режимполітики норми нагромадження, товеличина
змінинорминагромадженнякожногорокуh дорівнює0.
Для першої моделі розрахувати за допомогою Пошуку
розв’язку Excelнорму нагромадження, величина якої максимізує
середньодушове споживання в третьому прогнозному періоді.
Знайдене значеннявикористовуватиувсіхперіодахпрогнозу. Для
другої моделі розрахувати норму нагромадження, величина якої
максимізує середньодушове споживання в 25-му прогнозному
періоді. Потрібно впевнитися, що найбільше середньодушове
споживання в довготермінових періодах досягається тоді, коли
норманагромадженнядорівнюєеластичності випуску зафондами
(длядеякихваріантівпотрібновзятибільшийперіод).
В одному вікні діаграми побудувати графіки динаміки
середньодушового споживання в обох випадках. Перевірити той
факт, що виграш у поточному споживанні перетворюється на
програшунайближчійперспективі [18].
Завдання для самостійної роботи
Розробитиалгоритмтапрограмне застосування, щореалізує
побудову моделі динаміки господарської системи на основі



















1 2 20 15 2,31 4
2 3 25 20 4,67 6
3 4 30 20 6,17 4
4 3 35 25 8,7 8
5 5 40 30 10,7 7
6 9 60 35 13,5 0
7 12 90 40 16,2 9
8 21 120 40 18,3 15
9 22 130 50 21,2 3

















1 5,46 3,53 978 4,67 23
2 5,73 3,64 1 091 6,17 26
3 5,58 3,75 1 121 8,7 34
4 5,87 3,71 1 171 10,7 28
5 5,12 3,74 1 201 13,5 37
6 5,80 3,92 1 332 16,2 37
7 5,90 4,05 1 350 18,3 25
8 6,1 4,0 1 370 21,2 26
9 6,2 4,1 1 350 22,7 31

















1 57,04 0,62 978 6,17 23
2 52,85 0,62 1091 8,7 26
3 53,60 0,63 1121 10,7 34
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4 55,37 0,64 1171 13,5 28
5 55,33 0,65 1332 16,2 37
6 55,54 0,65 1332 18,3 37
7 56,01 0,65 1337 21,2 25
8 56,20 0,67 1335 22,7 26
9 56,30 0,68 1340 25,1 31

















1 15,06 16,20 1450,00 8,7 23
2 16,25 17,15 1475,00 10,7 26
3 16,75 17,77 1500,50 13,5 34
4 17,50 19,01 1510,75 16,2 28
5 18,10 19,50 1500,75 18,3 37
6 18,76 20,10 1527,30 21,2 37
7 19,42 20,90 1590,00 22,7 25
8 19,85 21,25 1620,00 25,1 26
9 20,0 22,22 1660,00 26,1 31

















1 6,37 2,81 750 10,7 23
2 6,49 2,87 834 13,5 26
3 6,11 2,93 836 16,2 34
4 6,95 2,71 862 18,3 28
5 6,27 2,91 892 21,2 37
6 7,01 2,99 934 22,7 37
7 7,03 3,00 934 25,1 25
8 7,15 3,01 936 26,1 26
9 7,20 3,4 940 27,5 31


















1 3,40 20 2,64 13,5 3
2 2,70 18 2,54 16,2 6
3 3,30 21 2,71 18,3 4
4 3,37 22 2,82 21,2 8
5 3,41 19 2,84 22,7 7
6 3,52 22 2,73 25,1 7
7 3,12 22 2,85 26,1 5
8 3,01 22 2,70 27,5 6
9 3,45 22 2,95 29,9 1


















1 80 0,25 80,33 4,67 23
2 65 0,55 89,60 6,17 26
3 78 0,60 95,80 8,7 34
4 55 0,83 102,50 10,7 28
5 75 0,85 101,65 13,5 37
6 95 0,80 115,37 16,2 37
7 97 0,75 114,45 18,3 25
8 86 0,71 121,50 21,2 26
9 81 0,70 120,69 22,7 31

















1 4,51 6,51 34,5 8,691 23
2 5,02 6,11 38,0 10,5 26
3 4,81 7,15 36,3 10,52 34
4 4,34 7,28 34,7 11,68 28
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5 4,22 7,96 33,9 13,77 37
6 4,19 8,05 31,2 13,7 37
7 4,13 8,15 32,8 14,43 25
8 4,20 8,20 33,0 14,07 26
9 4,30 8,40 33,4 16,46 31
















1 18,8 6,51 1700 10,50 23
2 17,0 6,11 1750 10,52 26
3 16,5 7,15 2001 11,68 34
4 15,9 7,28 2127 13,77 28
5 14,7 7,96 2254 13,70 37
6 14,1 8,05 2200 14,43 37
7 14,0 8,15 2270 14,07 25
8 13,3 8,20 2280 16,46 26
9 13,1 8,40 2290 15,02 31














1 28,70 2500 20,75 18,75 23
2 34,20 2850 24,41 21,14 26
3 34,96 2850 24,32 23,37 34
4 35,20 3000 25,30 27,45 28
5 33,50 3000 27,85 27,13 37
6 37,62 3330 29,55 29,61 37
7 38,95 3500 29,88 32,52 25
8 40,00 3500 31,80 31,8 26
9 42,1 3600 32,60 35,18 31





















7,9 9,81 100 55000 12.10.2009 8,1900
6,7 8,75 250 61000 13.10.2009 8,1900
6,5 8,55 400 65000 14.10.2009 8,1902
5,5 6,89 500 66000 15.10.2009 8,1906
5,6 7,42 900 71000 16.10.2009 8,1907
5,7 6,25 1200 73000 19.10.2009 8,2000
4,6 5,64 1500 74000 20.10.2009 8,2000
4,8 4,93 1700 75000 21.10.2009 8,210
4,0 ? 2000 76000 22.10.2009 ?
2500 ?
Задача4.
Рік 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
Прибуток



















6,2 10,05 100 57000 12.10.2009 12,4221
6,9 11,71 250 63000 13.10.2009 12,4222
6,8 12,35 400 67000 14.10.2009 12,4225
6 8,05 500 69000 15.10.2009 12,4230
5,3 7,65 900 73000 16.10.2009 12,4230
5 6,02 1200 75000 19.10.2009 12,4242
5,7 7,61 1500 77000 20.10.2009 12,4255
5,2 5,55 1700 78000 21.10.2009 12,4250
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8 10,01 100 34000 12.10.2009 2,5700
6,6 8,72 250 38000 13.10.2009 2,5705
6,4 8,48 400 40000 14.10.2009 2,5700
6,1 7,76 500 41000 15.10.2009 2,5690
5,3 7,54 900 44000 16.10.2009 2,5685
5 6,26 1200 45000 19.10.2009 2,5660
4,8 5,89 1500 46000 20.10.2009 2,5600
4,5 4,49 1700 46000 21.10.2009 2,5600
4 ? 2000 47000 22.10.2009 ?
2500 ?
Задача4
Рік 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010



















8,2 9,98 100 64000 11.01.2010 7,5600
6,4 7,73 250 72000 12.01.2010 7,5800
6,3 8,26 400 76000 13.01.2010 7,5900
6,2 7,81 500 78000 14.01.2010 7,5900
5,6 6,32 900 83000 15.01.2010 7,5950
5,9 6,15 1200 85000 18.01.2010 7,6500
5,5 5,76 1500 87000 19.01.2010 7,6700
4,8 4,58 1700 88000 20.01.2010 7,7000
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